•T 


Univ  or 
Toronto 

LlBRARY 


OBIR^S 


SOBRE 


MATHEMATICA 


õ^^^r^Ss 


OBRAS 


SOUKE 


M  A  T 11  EMA  T  Id  A 


DO 


Dr.  F.   Gomes  Teixeira 

DIRECTOR   DA    ACADKJIIA    POI.YTECHNICA   DO    PORTO, 
ANTIGO    PROFESSOR    NA    UNIVERSIDADE    DE    COIIIBRA,     ETC. 


1  mHI^ICA.I)A.Si 


POR  ORDEM  DO  GOVERNO  PORTUGUÊS 


\'  o  LU  \1K    SKGUNDO 


W/é 


COIMBRA 

Imprensa    da    Utiiver!Si<J.-)de 


h 


a\á 


1006  n  ^/\  U 


A 


^Yt 


3 


iííS  SUR  OEUl  ÍRAVIUl  Mil  lim  I  LlNÍÍGRAiH  0[S  llffíRí^CfS  FiiS 
Niels  Henrik  Abel  in  memoriam 

(Acta  Mathematiea,  t.  XXVm  —  Stockolm,  1904) 


VOL.  II 


NOTES  SUR  DEDX  TRAYADX  D'ABEL  REL&TIFS  A  L'INTÉGRATION 
DES  DIFFÉRENCES  FINIES  (') 


1.  Le  premiei-  des  travaux  cl' Abel  que  nous  allons  considérer,  fut  publié  dans  le  Magazin 
for  Naturvirdmskuherne  (Christiania,  t.  ii,  1823).  Dans  la  troisième  partie  de  ce  travail 
(QEuvres  completes,  1881,  t.  i,  pag.  21)  domie  le  grand  analyste  la  formule  siiivante: 


(1)         I^p(.r)  =  /-.(^.')^^-^?(^-)+_|_    -^ -^ -6^-^  +  ^' 


oii  Z!p(£c)  represente  Tintégrale  finie  de  '^{x)  et  C  une  constante  arbitiaire,  et  en  fait  appli- 
cation  à  la  détermination  de  quelques  intégrales  définies,  qui  avaient  été  eonsidérées  par  Le- 
gendre  dans  ses  Exercices  de  Calcul  integral,  parmi  lesquelles  se  trouve  la  suivante: 


/->'^    .     ut   , 
sm  -^  dt 

(2) 


i 


e-'  _  1        e«  —  1 


Cest  de  cette  formule  (1)  que  nous  allons  premièrement  nous  occuper,  pour  en  faire  mie 
nouvelle  application,  en  démontrant  au  moyen  delle  et  de  (2)  la  formule  qui  donne  Texpres- 
sion  de  la  dérivée  d'ordre  quelconque  des  fonctions  de  e' ,  connue  par  le  nom  de  formule 
d'Herschell. 


(')  EstP  trabalho  foi  publicado  em  um  dos  volumes  diis  Acta  Mathematica,  consagrados  A  memoria  de 
Abel,  que  foram  publicados  na  occasiào  do  primeiro  centenário  do  nascimento  d'este  grande  geometra. 

* 


Appliquons,  pour  ceLa,  la  formule  (1)  à  la  fonction  e'"'£c^",  n  étant  un  nombre  entier  po- 
sitif  et  u  un  nombre  quelconque,  et  remarquons  que,  au  moyen  de  Tintégration  par  parties, 
on  trouve 

e"  —  1  ""  e"  —  1  ' 

«t  par  conséquent 

pux       r  pv.  /      pU      \t  I       pU      \  In  -\ 

e«_i  L  e«_i  ^\e"— 1/  Ve"— 1/  J 

En  posant  alors 

/9„\    7.2«— 2  1 

p=^^"-  (2)  -2^^^+-  ••+(-l)"^*^ 

on  trouve 

r(Psin-  +  Qcos^U-^=-J-r.^'. ^Ax^»+...  +  f^:^f  A-xH 

Jo    ^  2  2/e^'-l      e»-l  I  e"-l  \e«-l/  J 

ra;2«       2hx2"-i    ,  ,    1.2...2nn    ,1     ,     ,   ^ 

-  L^ «^  +  •  •  •  +  ^Í^T-J  +  T  -^"  +  C«-. 

Les  coefScients  des  mêmes  puisaances  de  x  dans  les  deux  membres  de  cette  identité 
doivent  être  égaux.  En  considérant  premièrement  céus  de  a;-"  on  trouve  Fégalité 


t/  o 


2  1  1.1,         u^" 

^1 


e^<_l        e"  — 1       u       2       1.2...2?i 
qui,  à  cause  de  Ia  formule  (2),  fait  voir  que  C  =  0.  Et,  en  y  posant  ensuite  x  =  0,  il  vient 


/ 


t^"  sm  -^  dt 

2  ,     .s   ,i    á-"e" 


2  92n  pU       r-  pU 

— - —  =  (-  1)"+*  -^-f—    AO'^" —  A^O^" 

^'-1  (e"-l)2L  e"-l 


En  appliquant  la  formule  (Ij  à  la  fonction  a;-"-'  e"*,  on  trouve  de  la  même  manière 


o        1  "'7 


^—  =  (- 1)"  ^!!_!-fl  Tao^"-'  — ^  A2  02—' 

o  e"'-l  (e''-l)2L  e"-l 

Mais,  d'un  autre  côté,  en  dérivant  les  deux  membres  de  Tégalité  (2),  par  rapport  à  íí, 
2n  —  1  et  2n  fois,  on  trouve 


X 

i 


«     .         ut  , 

í^n-l  cos  ^  áí 


1  ^        ^  L  u-"  du^-"-í         J' 


De  ces  deux  égalités  et  des  deux  pi'ócédentes  on  tire  la  suivante: 


du"'  (e"  — 1)2 


Maintenant  il  n'a  qu'un  pas  à  donner  pour  obtenir  la  dérivée  d'ordre  m  de  y=f(e")  par 
rapport  à  m.  II  suffit  qu'on  forme  quelques  dérivées  successives  de  /(e")  pour  remarquer 
qu'on  a 

j,("')  =/'  (e»)  e"  +  A/"  (e")  é^"  +  Bf"  (e")  e^"  + . . .  +/(«)  (e")  e»"', 

A,  B,  ...  étant  des  nombres,  qui  ne.dépendent  pas  de  la  fonction  considérée,  et  qu'on  peut, 
par  conséquent,  obtenir  au  moyen  d'une  fonction  particulière.  En  appliquant,  pour  cela,  cette 
formule  à  la  fonction  (e"  — 1)~',  on  trouve 

„(-)  =  _-_^_ri-l.2A— ^  +  1.2.3B  f— ^V-...  +  1.2...to('--^V'~'1. 
^  (e"  — 1)^L  e"  — 1  \c"  — 1/  —  Ve»  — 1/       J 


On  a  donc 


A  —  A'-  n»"      R  —  A3  n™      P  —  A*  O™ 

^-r^      "'     ^^~  1.2.3  '     ^"1.2.3.4  ' 


et,  par  conséquent, 


A-  O'"  A^  O™ 


qui  est  la  formule  d'Herschell. 


II 

2.  Le  second  ti-avail  d'Abel,  que  nous  allons  considérer,  fut  publié  pour  la  première  fois 
après  sa  mort,  et  se  trouve  dans  le  tome  il,  p.  1,  des  OEuvres  completes.  II  y  donne  la  repré- 

sentation  de  lintégrale  finie  ÍI —  par  une  intégrale  définie,  au  moyen  de  laqiielle  il  Tétudie. 

lei  nous  allons  étudier  la  même  fonction  en  prenant  pour  point  de  départ  une  série  qui  la 
represente,  et  en  appliquant  les  méthodes  da  la  tliéorie  des  tonctions  analytiques. 
Considérons  la  série 

(1)  £  rJ- L_i 

«=i  Lnf      {m  +  xf-y 

ou  a  represente  un  norabre  positif  quelconque,  laquelle  contient  comme  cas  particulier  quel- 
ques-unes  qu'on  trouve  dans  la  théorie  de  la  fonction  V  (x),  qui  correspondent  aux  valeurs  en- 
tières  de  a,  et  supposons  que  m"  represente  une  quelconque  des  valeurs  que  prend  z^,  quand 
z  =  m,  et  qu'on  determine  (m-^x)"'  par  la  condition  de  se  réduire  à  la  valeur  clioisie  pour 
w»^,  quand  a;  =  0. 

Cela  pose,  nous  allons  démontrer  que  la  série  considérée  est  uniformément  convergente 
dans  une  aire  A,  limitée  par  un  contour  quelconque,  laquelle  ne  contienne  aucun  des  points 
d'affixes  —  1 ,  —  2,-3,  ... 

Pour  cela  nous  remarquerons  premièrement  que,  si  n  est  le  premier  nombre  tutier  supé- 
rieur  à  la  plus  grande  des  valeurs  que  prend  le  module  de  x  dans  Taire  A,  il  suffit  qu'on 
démontre  qu'est  uniformément  convergente  dans  cette  aire  la  série 


V 

m  =n+l 


30  m^ 

V 


-1 J_        1 


i=n+i  m'^{m  +  xf 


ou 


'i^    í+6  — 
m 


rjL-l 


oúx<i,   o<e<i. 

Or  il  est  facile  de  voir  qu'il  existe  iin  nombre  M,  que  le  module  de  Ia;  í  1  +6  —  j         ne 

peut  pas  surpasser,  quand  x  varie,  sans  sortir  de  Paire  A,  et  m  prend  les  valeurs  n+1, 
n  +  2,   ...  En  efFet,  si  a  >  1 ,  on  a 


OL—l 


TO 


a-i 


< 


('+«w) 


>«-l 


<2 


a-l 


quand  m>n  et  |«|<íi;  et,  si  a<l,  on  a,  en  supposant  encore  m^n  et  |a;|<7i, 


l+< 


l-a 


>  1  +  e  - 


,  i-o. 


>1 


n  +  1 


et  par  conséquent 


1  +  1 


X 

m 


a-i 


<n  +  l. 


Nous  avons  donc 


Xa;    1  +  ( 


m 


a-l 


m(m-\-  xf- 


< 


M 


TOlTO  +  a;| 


< 


M 


< 


M 


TO 


{^n  —  \x\f      (to  — n)°+' 


Mais  la  série 


2 


M 


i=n+l(TO  — nf+* 


est  convergente.   La  série  (1)  est  donc  nniformément  convergente  dans  Vaire  considérée  A,  et 
elle  définit,  par  conséquent,  une  fonction  Li  (.c),  que  nous  allons  étudier. 

3.  Soit  Xq  Taffixe  d'un  point  quelconque  de  Faire  A.  Chacun  des  termes  de  la  série  (1) 
peut  être  dóveloppé  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  enticres  et  positives  de  x  —  «„, 
convergente  à  Tintérieur  d'un  cercle  dont  le  centre  est  le  point  d'affixe  Xq  et  dont  le  rayon  R 
est  ógal  ou  supérieur  à  la  distance  de  ce  point  à  celui  des  points  d'aíBxe  —  1 ,  —  2,  —  3,  ... 
qui  en  est  plus  prochain.  Mais,  d'une  autre  côté.  Ia  série  (1)  est  uniformément  convergente 


dans  tout  cercle  de  centre  Xg  et  de  rayon  inférieur  à  R.  En  appliquant  un  théorème  de 
Weierstrass  bien  connu,  on  voit  donc  que  la  fonction  définie  par  la  série  (1)  peut  être  déve- 
loppée  en  série  ordounée  suivant  les  puissances  de  x  —  Xq,  convergente  à  Tintérieur  du  cercle 
de  rayon  R;  et  que,  par  conséquent,  elle  est  regulière  en  tous  les  points  difFérents  de  — 1, 
-2,-3,  ... 

II  convient  encore  remarqiier  que  — 1,  — 2,  — 3,   ...  sont  des  points  critiques  de  la  fon- 
ction considérée  et  qu'on  a 

Uix)  =  --^--  +  Fix  +  n),       («  =  -1,-2,-3,  ...) 
(x  -f-  nf 

V  {x-\-n)  répresentant  im  développement  ordonné  suivant  les  puissances  de  x-\-n  qu'il  est 
facile  d'obtenir,  et  que  cette  égalité  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  représentées  par  les 
points  de  Fintérieur  d'un  cercle  dont  le  centre  est  le  point  d'affixe  —  n  et  dont  le  rayon  est 
égal  à  Tunité. 

4.     En  développant  Lj  (a;)  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x,  on  trouve  le 
résultat 

T    />  c  «(a+l)  a(a+l)(a-f2) 

Li  (a;)  =  a  S,^_^j  x ^^  \^_.^  as-  ^ YY^ ^+^  «^  — .  . . , 

en  posant 

laquelle  est  convergente  à  Fintérieur  de  la  eirconfórence  de  centre  O  et  de  rayon  égal  à 
Tunité. 

On  tire  de  cette  égalité  les  suivantes: 


^qU 


L;(0)  =  aS,+,,      L;'(0)  =  -a(a+l)S,+„   ... 

dont  nous  allons  faire  usage  en  cherchant  le  développement  de  la  même  fonction  en  série  or- 

donnée  suivant  les  puissances  de  — -j^- 

Pour  cela,  remarquons,  en  premier  lieu,  que  la  droite  tirée  par  le  point  d'affixe  —  1,  per- 
pendiculairement  à  Taxe  des  abscisses,  divise  le  plan  de  représentation  des  x  en  deux  demi- 
plans  et  que,  dans  celui  qui  contient  le  point  d'affixe  O,  la  fonction  Li  (a;)  est  holomorphe.  En 
appliquant   maintenant   un   théorème   que   nous  avons   démontré  dans   le  Journal  ãe   Crelle 


(t.  cxxil,  p.  98),  on  conclut  que  la  fonction  Li  (as)  peut  étre  développée  en  série  de  la  forme 

^■<^>  =  Í/-(5T2)"- 

convergente  dans  ce  demi-plan.  On  determine  A„  au  moyen  de  la  formule 


.v  =  0 


qui  donne 


U  =  2Ll(0)  +  (n-l)y;^L;'(0)+(%^)3-|^Lr(0)  +  ...  +  y-^^LÍ"'(0), 


ou 


A„  =  2«s,+,  -  (« - 1)  y:^  "  ^" + ^)  ^'^+2  +  C  2  ^)  li  "  ^" + ^^  ^'' + ^^  ^''-^^ 

2" 

a(a+l)...(a  +  íi-l)S,^^„. 


■  "  —    1  .  2  ...  71 

5.     En  dérivant  n  fois  la  série  (1)  par  rapport  à  x,  il  vient 

^  1 

(")  /^\  _  /        1  Ml-  1  „  í-,,  _L  M  /-„  J-  « 1  \      V      i_ 


Ll"'(a;)  =  (-l)'-'a(a+l)...(a  +  n-l)    S 
Donc  entre  la  dérivée  d'ordre  n  de  Li  (a;,  c<)  et  la  fonction  Li(a;,  cí  +  )i)  existe  la  rélation 
L!"'(x,a)  =  (-l)"a(«+l)...(«+n-l)rL,(x,a  +  «)-    ^    -^1. 

6.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  binômes  qui  entrent  dans  la  série  (1)  sont  des 
branehes  quelconques  des  fonctions  qu'ils  représentent.  En  nous  plaçant  maintenant  dans  un 
point  de  vue  plus  particulier,  nous  supposerons  qu'on  choisit  les  valeurs  des  quantitós 
l'',  2'' ,  S'"*,  .  .  . ,  qui  entrent  dans  cette  série,  de  manière  qu'elles  coíncident  avec  celles  que 
prend,  dans  les  points  d'affixe  1,  2,  o,  .  .  .,  une  branche  uniforme  de  la  fonction  x',  dóter- 
minée  par  une  eertaine  valeur  initiale  et  par  une  coupure,  qui  parte  du  point  d'affixe  O  et 
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que  X  ne  puisse  travesser,  et  qu"on  prend  pour  valeurs  des  binomes  (l+a;)^,  (2  +  a;)'^, 
(3  +  íc/'',  ...  daas  chaque  point  celles  que  prend  la  même  branche  de  x^  dans  les  points 
1+£C,  2-fa;,  3 -pá;,  ...  Alors,  si  Ton  change  dans  la  série  (1)  a;  en  a;+l  et  si  Ton  repre- 
sente par  Ka  et  Kj,  les  sommes  des  a  premiers  termes  des  deux  séries,  on  a 


Ka  —  Ka  = 


(1+ícf      (a-fl+ajf 
et,  par  conséquent,  en  posant  a=co, 

L,(a;-f  1)-L,  (a;)  =  . 


1 


La  fonction  Li  (a;)  represente  donc  Tintégrale  finie  de  ,  et  Li  (aj — 1)  celle  de  — . 

(l  +  a;)'^-  x'^ 

La  fonction  Li  (se — 1)  coincide  donc,  dans  le  cas  particulier  maintenant  considere,  avec  la 
fonction  L(íe)  de  Abel. 


II 


y  oicoiosiíi  m  fracíís  uíimim 


(Jornal  de  Soiencias  Mathematieas  e  Astronomomicas,  tomos  I  e  II. 
Coimbra,  1877  e  1878) 


SDR  LA  DÉCOMPOSITION  DES  FRáCTIONS  RATIONNELLES 


1.  Toute  fraction  rationnelle  de  x  peut  être  décomposée  en  un  polynôme  entier  et  en  une 
fraction  dont  le  numérateur  est  d'un  degré  moindre  que  le  dénominateur. 

Cette  fraction  peut  être  encore  décomposée,  comme  on  sait,  en  dautres,  dont  les  déno- 
minateurs  sont  des  puissances  d'un  binOme  du  premier  degré  en  x.  Beaucoup  de  géomètres 
se  sont  occupés  de  la  détermination  des  uumórateurs  de  ces  fractions,  et  ont  même  donné  des 
formules  générales  pour  les  trouver,  mais  ces  formules  font  dépeudre  les  numérateurs  les  uns 
des  autres. 

Le  savant  géomètre  M.  Hermite  a  donné,  dans  son  Cours  d'Analyse,  des  formules  directes 
pour  trouver  les  numérateurs  des  fractions  simples,  dans  lesquellts  ou  peut  décomposer  la 

fraction  rationnelle  5—-. 

Le  but  de  ce  travail  est  de  généraliser  cette  doctrine,  pour  donner  une  forme,  que  je 
crois  nouvelle,  aux  formules  qui  donnent  les  numérateurs  des  fractions  simples,  dans  les- 
quelles  on  décompose  une  fraction  rationnelle,  forme  qui  a  Tavantage  de  donner  ces  numé- 
rateurs independamnient  les  uns  des  autres.  Les  formules,  auxquelles  je  parviens,  contiennent 
les  formules  de  M.  Hermite  comme  cas  particulier. 

2.  Toute  fraction  rationnelle  propre,  après  avoir  été  réduite  à  son  expression  la  plus 
simple,  peut  être  décomposée  de  la  manière  suivante: 

F,  (x)  Al  A.  A^ 


F(a;)  X  —  ai         (x  —  aif  {x  —  ai) 

Bi  Bj  B 


OL 


(a?— «n)       {x  —  a„f  {x  —  o„ 
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-Al,  As,  A3,   .  .  .,  Bi,  Bj,   .  .  .,  L],  L2,   .  .  .   étant  des  constantes,  et 

F(a?)  =  (a;— aif  (£C  — «í)^  ...(x  — a„)\ 

Le  problèraeàrésoudre  est  la  déterniination  des  quantitósAi,  A2,  ...,B|,'B-2,  .  .  .,  Lj,  L-2,  .  .  . 
Nous  supposerons  premièrement  Fi(a;)=  1. 
Evidemment 


•1 


í 


1 


[x — ai)  (x — «2)      Of  —  0-2' X  —  ai       02  —  ai' x  —  «2' 
donc,  en  multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  ,  et  en  appliquant  ensuite 

X  —  «2 

la  formule  precedente  aux  produits et il  vient 

{x~ai)  {x  —  as)        («  — a2)(a;  — 03)' 


1 


1 


1. 


{x  —  ai){x  —  a%){x  —  a3)      {ai  —  a-2){ai  —  a3)'x-ai       (a-2  —  ai) {a-2  —  03)  '  x  —  a^ 

+ L___._J_. 

(as  —  ai J  (as  —  02)    a;  —  03 
En  continuant  de  la  même  manière,  on  obtient  en  general  la  formule  suivante: 
1  1  1 


(1) 


/ 


(a;  — ai)(a;  — 02).  ..(a;  — a„)        («j —a.^)  («i  —  03). .  .(ai  —  a„)   'x—ai 

1 ]_ 

(a-2— ai)  {0-2  —  03).  .  .{a^  —  On)    'x-a^ 

1  1 


+  7 


(a„  — ai)(a„  — 02). .  .(a„  — a„_i)'  x  —  a„' 


Mais,  d'un  antre  côté, 


/ 


1 


hi 


+ 


f>í 


K-' 


(2) 


/ 


x—ai—hi       x  —  ai       {x  —  ai)^       (x-ai)^ 
1  1  h-2  hl 


(x-ai)^ 


x  —  a-2  —  hi       x  —  a^       {x-açt)'^       {x  —  Oiíf  («—02)? 


¥ 


A^-' 


.x  —  a„—h„       x—a„       (x—a,,)'^       (x  — a,,)^ 


(«-a,,/ 


et 
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1 1  ,     h.-hi  ,  (hi-h,f- 

oi-r^i  —  (Oi-rfii)      «1  —  «i  [Gi — a*)-  '   (ai — aj)^ 

1 1  h3-ki  (Ã3-Ã1)» 

ai  —  ^1  —  ((J3  — A3)      ai  — as  (ai  — aa)^  (ai  — 03)^ 


1  _       1        .     ^n  — ^1    _u  i^^LlI.^L!! 

ai-i-hi  —  {a„  +  h„)      ai  —  a„      (^ai  — a„)-  '  (ai  — Oh,^ 


En   remarquant   que   le   coefficient   de   h""  k"   dans   le   développement  de   {k  —  A)"+"  est 
( — l)"'[(ín  +  n)Cn],  les  formules  precedentes  se  transforment  dans  les  suivantes: 


(3) 


1 1         ,     hj  —  ki     , 

ai-f^i — {ai-\-fii)      «i  —  a*      (ai  —  "»)" 


1  _       1        ,     h3-h     , 

oi  +  Al  —  (03 -I- A3J      ai— as      (ai  —  aa)- 


-(_     1;     .     ^  g„_l_^     "1    "3       '  ••■' 


(ai  -  aif 


1 


ai+Ai  — (a„+A„)      ai  —  an  '  (ai— a,,)* 


(ai-a,r"-'  +  >- 


dans  lesquelles  3',  8",  . . .,  8*"~''  peuvent  avoir  toiítes  les  valeurs  entières  et  positives. 

En  substituant  les  développements  (2)  et  (3)  dans  la  formule  (1),  après  avoir  changé  en 
celle-ci:  ai  en  aj+Ai,  o*  en  ai-j-Ai,  03  en  03-1-^3,  etc,  et  en  égalant  les  coefficients  de 
A^~'  A?~  Aj~    . . .  k'i^~    dans  les  deux  membres,   on  obtient  une  équation,  dont  le  premier 

membre  est  =-7— r  et  dont  le  deuxième  membre  est  une  somme  de  fraclions  simples,   dans 
F  (x)  ^ 

lesquelles  „       se  peut  décomposer. 
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(3n  trouve  ainsi  que  le  numérateur  de  la  première  fraction,  c'est  à  dire  de  la  fraction 
,  est 

en  étendant  le  S  à  toutes  les  valeurs  entières  et  positives,   qui  satisfont  à  Féquation  indéter- 
minée: 

(5)  3'  +  g"  +  3"'  +  ...  +  í(— i)  =  a-l. 

Le  numérateur  de   la  fraction  '--^   peut   être   obtenu   de   la  même  manière.    Nous 

avons  cians  ce  cas: 

oii 

í'  +  3"  +  ã'"  +.  .  .  +  ò("-')  =  a  —  2. 

En  general,  le  numérateur  de ^-^  est  donné  par  la  formule 


.,_,  V  [(p4  3'-l)Cn      [(^-^'^  i^C^  [(X  +  3"-')-l)CS"-"] 

^        -      ia,-a,)n^^'      ""      («.-«3)^'^"  («,_«„)X+Ò"-''       ' 


en  posant 

3'  +  3"  +  8'"  + . . .  +  3"'-*i  =  a  —  t. 

B,  Bâ  Bq 

Pour  trouver  les  numérateurs  des  fractions , ,   ..., 0  il  suffit  de 

{x  —  «2 )     (a;  —  02)-  {x  —  a-2)  P 

changer  dans  les  formules  precedentes  a  en  [i  et  «i  en  «2. 

Cl  Ca  C-f 


De  la  même  manière  on  trouve  les  numérateurs  des  fractions  ^ 


x—a3     {x—a3)-  {x  —  u^2) 

en  changeant  dans  les  formules  antérieures:  a  en  (,  et  ai  en  «3. 
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En  (.■ontiiiuant  de  la  môiue  iDaniúre  on  obtieiít  tuus  les  mimérateurs  des  fractions  simples, 

dans  lesquellos  on  peuf  dócoiniiosfr  la  fi'action  „-,^. 

En    faisant   dans    le    formule    (6)    «i  =  a,    a-i  —  h,    V  =  O,    .  .  . ,    I  =  O,    on    ohtient   pour 
Ad,  A-2,   ...  les  expressions 

(_  1  /-« [(Í±«  r  2)  c  («:7Í1]  ,    ,  .,-2  W  +^^  3)C(«-2)] 

qui  s'accordent  avee  les  formules  qui  so  lisent  dans  le  Coiirs  d' Anahjite  de  M.  Hermite,  en 
ohangeant  a  en  a  +  1  et  jB  en  p  +  1  • 

On  aurait  pu  aussi  dóduire  ees  formules  des  formules  connues: 


1-A  F'--'('^.) 

N"     a(a-l)...2.1    ' 

"-^(c<)--   („+!)«. ..2       +  A(,_,, .  — ^^--^, 


O  =  A(ç,) .  — -,3 — '- -r  A^(,_l) .  — —    /    ^    +  . . .  +  Al . ^— ^ 

\'''         (2a — l)...a  '        '    (2a  —  2)... a  a 

mais  le  calcul  aurait  été  beaucoup  plus  complique. 

3.     On  voit  que,   pour  t-alculer  les  numérateurs  Ai,  A-2,'A3,   .  .  .,  Bi,"B2,  B3,    .  .  .,  nous 
avons  premièrement  à  rósoudre  Téquation  indéterminée: 


;5'  +  í"  +  5"'  +  ...+  5"'-"=n!, 


oíi  5',  S",  ô '',  .  .  .,  â'"~''  doivent  être  des  nombres  entiers  et  positifs,  problcme  qui  se  presente 
en  beaucoup  de  questions  importantes  d'analyse. 

On  peut,  pour  cela,  suivre  une  règle  dae  à  Ilindenbuui-g,  que  nous  allons  extraire  des 
Instituições  Mathematicas  de  Si  nões  Margiochi,  en  renvoyant  pour  sa  démonstration  à  cet 
excellent  ouvrage. 

VOL.   II  C 
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En  supposant 


TBj    =1,       1  +  1,1  +  2,   .  .  . ,  m 


/■'»=,„  —,^|,        "í,-|_2, 


wi;''  =  ínp',  w'!!,,     to'-'  »""' 


les  raeines  de  réqiiation  indéterminée  seront  dounés  par  les  égalités  symboliques: 


3"-3)  =  m<3>  _  mf ,        ?'"-''  =  ml^'  -  m„,        3-'"-" 


»í„ 


que  Ton  doit  développer  en  ayant  égard  à  la  signifieation  des  symboles. 
Si,  par  exemple,  Téquation  indéterminée  est 

il  viendra 

ou,  ayant  égard  à  la  signifieation  des  symboles, 

X  =  4  —  wo,  1/  =  mi\        ,  z  =  O 

37  =  4  —  mi,  y  =  m\-    1,  z==l 

x  =  A  —  m-2,  y  =  m-i  —  2,  3  =  2 

a;  =  4  —  nii,  y  =  mz  —  3,  z  -=  3 

03  =  4  —  77»;,  y  =  m!, — 4,  Z  =  4. 

La  première   ligne  donne   cinq  systèmes   de  racines,    la  deuxième    en  donne   quatre,  la 
troisième  en  donne  trois,  etc.  Ces  solutions  sont: 

4,  U,  U  3,  1,  O  2,  2,  O 

1,  3,  O  O,  4,  O  3,  O,  1 

2,  1,  1  1,  2,  1  O,  3,  1 
2,  O,  2  1,  1,  2  O,  2,  2 
1,  O,  3  O,  1,  3  O,  O,  4. 
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Je  vais  exposer  inaintenant  une  aiitre  règie,  que  je  crois  nouvelle,  pour  résoudre  la  même 
question,  et  qni  est  plus  avantageuse  pour  notre  but,  parceque  non  seulement  nous  avons  à 
résoudre  Tóquation 

ã'  +  5"  +  r'  +  .  ..  +  5i"-<)  =  7n, 
mais  encore  les  équations 

5'  +  5''  +  5"'  +  ...-f'y"-'i  =  »i-l, 
5'  -f-  5"  +  â'"  + . . .  +  ?'"-"  =  m  —  2, 
o'  +  S"  +  5'"  -(-...  +  ò'"-')  =  m  —  3, 


Pour  plus  de  clarté,  nous  allons  raisonner  siir  un  exemple,   mais  il  est  facile  de  voir  que 
ce  que  nous  allons  dire  est  génóral. 
Soit  proposée  Téquation 


Écrivons  premièrement 


x  +  y  +  z  +  t  =  'i. 


4,  3,  2,  1,  0. 


Écrivons  ensuite  devant  t-hacun  de  ces  ehifFres  ceux  qui  lui  útant  additionnés  donnent  4 
ou  moins  de  4.  On  obtient 

4,0;       3,1;       3,0;       2,2;       2,1;       2,0;       1,3; 

1,2;       1,1;       1,0;       0,4;       0,3;       0,2;       0,1;       0,0. 

Devant  chacun  de  ces  groupes  mettons  les  ehiíFres  qui  ótant  additionnés  aux  chiffres  du 
groupe  donnent  4  ou  moins  de  4.  II  vient 


4,  0,  0 

3, 

1, 

0 

3,0,  1 

3,  0,  0 

2,2,0 

2,1,  1 

0 

!, 

0 

2,  0,  2 

2,0,  1 

2,  0.  0 

1,  3,0 

], 

2 

1 

1,  2,0 

1,1,2 

1,  1,  l 

1,  1,0 

1, 

(1, 

■j 

1,0,2 

1,0,  1 

1,0,0 

0,  4,  0 

(», 

o, 

1 

«),  3,  0 

0,  2,  2 

0,  2,  1 

0,  2,  0 

0. 

1, 

3 

0,  1,  2 

0,  1,  1 

0,  1,0 

0,  0,  4 

*\ 

0, 

.) 

0,  0,  2 

0,  0,  l 

0,  0,  0 

2,0 


Devant  cliacun  de  ces  groupes  mettons  niaintenant  les  ehiffres  qui  additionnés  à  ceux  de 
fe  groupe  donnent  4,  et  noiís  obtiendrons: 

4,  O,  O,  O  3,  1,  O,  O  3,  O,  1,  O  3,  O,  O,  1 

2,2,0,0  2,  ],  1,0  2,  I,  O,  1  2,0,0,  2 

2,0,  1,  1  2,  O,  O,  2  J,  3,  O,  O  1,  2,  1,  O 

1,  2,  O,  1  1,  1,  2,0  1,  1,  1,  l  1,  1,  O,  2 

1,  O,  3,  O  1,  O,  2,  1  ],  O,  1,  2  1,  O,  O,  3 

O,  4,  O,  O  O,  3,  1,  O  O,  3,  O,  1  O,  2,  2,  O 

0,2,1,1  0,2,0,2  0,1,3,0  0,1,2,1 

O,  1,  1,  2  O,  1,  O,  3  O,  O,  4,  O  O,  O,  3,  1 

O,  O,  2,  2  O,  O,  1,  3  O,  O,  O,  4 

qui  sont  tons  les  système  de  racines  entières  et  positives  de  Téquation  proposée. 

II  est  convenable,  pour  voir  si  Ton  a  oublié  qiielque  système  de  raciíies,  de  cherc-her  une 
formule  qui  en  donue  le  nonibre.  Cest  ce  que  nuus  allons  faire. 

On  sait  par  TAlgèbre  que 

[()«  +  n)  Cn]  =  [(to  +  íi  -  1)  C  (n  -1)]  +  [(m  +  n  -  2)  C  (n  -  1)]  + .  .  . 
+  [{m  +  n-  q)  C  (h  -  1 )]  +  [(m  +  n-q)  Cn], 

d"oú  Ton  déduit 

[(m  +  2)C2]  =  [(«!  +  l)C]]  +  [(7»  +  2)Cl]+...+  [2Cl]+l, 
[(7n  +  3)C3]  =  r(m-f2)C2]  +  [(7,i  +  l)02]+...+  [3C2]  +  l, 
[(to  +  4)  C  4]  =  [(to  +  3)  C  3]  +  [(to  +  l')  C  3]  + .  . .  +  [4  C  3]  +  1 , 

[^TO  +  „_2)C(H-2)]  =  [(TO  +  «-3jC(7i-3)]+[(TO  +  n-4)C(«-3)]  +  ...  +  [n-l)C(»í-3)J  +  l. 

Cela  pose,  considérons  premicrement  réquatiuii 


Le  nombre  de  ses  racines  entières,  positives  ou  nulles,  est  égal  à  to+1;  et  nous  avons, 
par  eonséquent,  en  représentant  ee  nombre  par  N-2, 

N2  =  m+l  =  [(nH-l)C!l]. 
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En  considérant  ensuite  réquation 

?'  +  ?"  + «'"  =  »», 

et  en  remarquant  que  le  nombre  N3  de  ses  racines  est  égal  à  la  somme  des  nombres  des 
racines  des  équations 

5'  +  r  =  m,  3'  -L  3"  =  7n  -  1,  5'  +  3"  =  m  -  2,  .  .  . ,  3'  -f  í"  =  O, 
OD  trouve 

N3  =  [(m  -L  1)  Cl]  +  [m  Cl]  +  [(»!-  1)  Cl]  +. . .+  [2C  l]-f  1, 

et,  par  conséquent, 

N3  =  [(m  +  2)C2J. 

En  continuant  de  la  même  inanière,  on  est  conduit  à  puser 

K„_2  =  [[m  -f  w  —  3)  C  (11  —  o)], 

ou  N„_2  represente  le  nombre  des  racines  de  Téquation 

Pour  établir  cette  formule,   nous  la  supposei-ons  vraie,  et  nous  allons  démontrer  qu'elle 
subsiste  quand  Téquation  proposée  est 

8'  +  5"  +  ...  +  3'"-"  =  w. 

Pour  cela,  il  suffit  qu'on  remarque  que  le  nombre  des  racines  de  cette  équation  est  égal 
la  somme  des  nombres  des  racines  des- -équations 

8'  +  Ô"  +  ...  +  8('-2'  =  m, 

ô'  +  ô"+...  +  â"'-2)  =  m-l, 

S'  +  S"  +  ...  +  í"'-2)  =  jn-2, 


8'  +  8"  +  ...  +  ô'»-*)  =  0, 
et  qu'on  a,  par  conséquent, 

N„_,  =  [(m  +  n-3)C(n-3)]  +  [(m  +  «-2)C(«-3)]+...+  [(n-l)C(«-3)]  +  l, 
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ou 

N„_,  =  [(7«  +  «-2)C(7i-2)]. 

Cette  formule  doniie  douc  le  nombre  des  racines  entières,  positives  ou  nulles  de  léqiia- 
tion  indéterminée  considérée. 

Dans  Texemple  proposé  nous  avons  m  =  4  et  n  =  b,  donc  N3  =  35. 

Après  avoir  résolu  Téquation  a;-)-?/  +  2  +  <  =  4,  pour  rósoudre  réquation  jí  +  ^  +  2  +  <  =  3, 
il  n'est  pas  nécessaire  de  répéter  tout  le  caicui  préeédent,  pareeque  ii  siiffit  dans  les  groupes 
de  trois  chiíFres  de  joindre  à  cliacuii  im  ehifFre'  tel  que  la  somme  des  quatre  chifFres  du  groupe 
soit  égale  à  3.  II  vient  ainsi 

3,  O,  O,  O  -2,  1,  O,  O  2,  O,  1,  O  2,  O,  O,  1 

1,  2,0,  O  1,  1,  1,  U  1,  1,  O,  1  1,0,  2,0 

1,  O,  1,  1  1,  O,  O,  2  O,  3,  O,  O  O,  2,  1,  O 

O,  2,  O,  1  O,  1,  2,  O  O,  1,  1,  1  O,  I,  O,  2 

O,  O,  3,  O  O,  O,  2,  1  O,  O,  1,  2  O,  O,  O,  3. 

Pour  résoudre  réquation 

il  suffit  de  poser  devant  ehaque  groupe  de  trois  ehiffi-es  un  cliifíVe  qui  additiunné  à  ceux  du 
groupe  donne  2,  et  il  vit-nt: 

2,0,0,0       1,1,0,0       1,0,1,0       1,0,0,1       0,2,0,0 
O,  1,  1,0       O,  1,  O,  1       O,  O,  2,  O       O,  O,  1,1       O,  O,  O,  2. 

De  la  même  manière  on  obtient  les  systèmes  de  racines  de  1  equation 

qui  sont 

1,  O,  O,  O       O,  1,  O,  O       O,  O,  1,  O       O,  O,  O,  1. 

Comme  application  de  cette  doctrine,  décomposons  en  fraction  simples  la  fraction  ration- 
nelle  suivante; 

1  1 


as»  — 6x5-1-14  x'—  l(ia;^-(-9a;'^— 2a;      (a:—  l)^(x~'2)x 


Al       ,        A-2  A3  Ai  B  C 

Z--1     "(x-ljS^  {x~lf^{x-í)^^  x-'2  +  x' 
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En  posant  dans  la  formule  (6j  i=l,  a  =  4,  ,3  =  1,  T=  1>  '■'1=  •,  '^i  =  2,  as  =  O,  il  vient 

[S'Câ][8"Cô"]  _v      1_ 


A,  =  l(-1)3 


(_1)1+S'll+S"  (_1)S" 


étant  $'-{-í"  =  3,  et  par  conséquent  ?' =  3,  2,  1,  0;  ce  qiii  donne  Ai  =0. 
De  la  même  manière  on  obtient,  en  posant  i=2, 

ce  qui  donne  Ô' =  2,  1,  O  et  par  conséquent  A->  =  — 1. 

En  continuant  de  la  même  manière,  c'est  à  dire  en  faisant  í  =  3  et  ã'-}-5"=  1,  et  après 
í=  4,  í'  +  o'  =  O,  il  vient  As  =  O,  Aj  =  -  1. 

La  même  formule  (6)  donne 


B  = 

1 


lo'+4  20' 4-1 


d'ou  Fon  déduit  B  —      . 
On  obtient  aussi 

(_!)•> 4-4  (_  2/-'+' 

ce  qui  donne  C  = ^. 

Le  résultat  de  la  décomposition  de  la  fraction  proposée  en  des  fractions  simples  est  donc 
le  suivant: 

J_         1_ 

1 __:zL  o-    -1,2  2 

a;«  —  6a;3-l- 14a;*— 16x3-1- 9a*— 2a;      (x  —  \f-      (x  — 1)*  '  x—2'^     x    ' 

Fiíx) 
4.     Nous  allons  passer  maintenant  ;i  la  décomposition  de  la  fraction  rationnelle   „    ^    en 

des  fractions  simples. 

Nous  avons 

F,(a;)_    Mi  Mi  ^       M,        ,   f '  W 

F(a;)       x—at       (x— ai)*  (x  — oi)'       ç  (x) 
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ou 

'f  (a;)  =  (x  —  02)^  (ar  —  «3) ' ...  (a;  —  «„)'^, 

et  noiís  allons  détermiiier  les  constaTites  Mi,  M^,  M3,   .  .  .,  M^. 
En  faisant  a;  =  «<  +  /;.  il  vient 

Le  quotient  de  la  division  de  -^1  lai  +//)  par  ■^{ai-'-h)  no  peut  contenir  qwe  des  puissances 

entières  de  /í,  parceque  'f(rti)  ii'ót;iiit  pas  iiiille,        ,        iie  peut  pas  être  égale  à  rinfini;  et  par 

'^  1       1       1 

conséquent  Mi,  M-2.  M3,   .  .  .,  M^  sont   les  coefficients  de  -j-,  y:^,  yj-,   .  .  .   dans  le  dévelop- 

,    ,     Fi  (ai  +  Ã)      .  . 

pement  de  -==-^ ;;—  suivant  les  pLiis.<=ances  de  h. 

^  F  (ai  +  h)  ^ 


Cela  pose,  nous  avoíis 


F,  (ar)  _  A,  Fi  (a-)      A.  F,  (x)  ^  A,,  Fi  (a;) 

F  (a;)  X  —  ai         (x  —  ai)-  (x  —  «i)'-' 

BiF,  (a;)       Bá  Fi  (a;)  Bt^F,  (a;) 

+ -+ ^_:+...+-i — ^ 

x  —  Ui         (x  —  aa)-                 (a;  —  a^)" 
+ 

L|  Fi  (x)      L-,  Fi  (x)  L,  Fi  (a;) 


(X  —  a„)        {X  —  (ij-  {x  —  a„f 

Al,  A2,  .    .,  Bi,  B-2,  .  .  .,  Li,  Li,  .  .  .,  étant  des  constantes  que  r.oiis  avons  déjà  déterminées 
précédemment. 

En  faisant  x=ai-\-h  dans  le  preniier  tyrme  de  cettc  somnie,  il  vient 

,   ÍFi(«i  +  A)      ,    Fi(«.)  +  /.F'(«i)  +  l,.F"(.,)  +  ... 
Al ' — ^-^ '-  =  Al = 


:Ai^-<F,  (<7,)  +  A,F'(ai)  +  i-Ai^F;(ai)+. 


De  la  niême  manière  le  seeond  terme  de  la  soninie  donne 

A,Fi^ai  +  /0  _  ^^_^  ^_,  j,^  ^^^^  ^  ^^  ,^_,  j^..^  ^^^^  ^  ^  ^^^  p,.  ^^^^  ^_  _  _  ^ 
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et  le  troisième  donne 

Aa  ^'  ^"l^~  ^^  =  As  h-'  Fi  (a,)  -  A3  h-'-  f;  (a.)  +  y  A3  h-^  F.  (o.)  +  ^^  A3  F,'  (a,)  +  •  •  • , 

et  on  peut  continuer  ainsi  pour  tous  les  termes  de  la  première  ligne. 

En  faisant  x  =  ai-rk  dans  les  autres  lignes,  il  ne  viennent  des  puissances  negatives  de 
h,  et  pour  cela  il  ne  faut  pas  y  avoir  égard. 

Les  coeflieients  de  -r-  seront  donc 
n 

* 

Ai  Fi  (a.),  A,  Fi  {a,\  ...,  ^-^_1__  Fj'-"  (a,), 
et  par  conséquent 

M,  =  A,  Fi  (a,)  +  Aí  Fl  (a,)  -^ .  .  .  +  .    „    ^ r^  F,''-*'  (ai). 

1.2. .  .(a—  1) 

Additionant  séparément  les  eoefficients  des  sécondes,  troisièmes,  etc.  piiissances  de  -j-, 
on  obtient  les  valeurs  de  M-j,  M3,  Mj,   ...,  et  noas  avons  aiasi   les   formides   suivantes: 

'  Ml  =  A,  F,  (ai)  +  A.  Fi  (a.)  -f  i-  A3  Fj  («1)  + .  . .  +  ^^-^^ ^  FJ'^-"  (ai), 

I  Mi  =  Aí  F,  (a.)  +  A3  FI  (ai)  +  -J"  ^  ^j'  (a,)  + . . .  ^  .    ,    ^'      ^  F<^--)  (ai), 

(7)  {  ^  l.-...(a--} 

Mj  =  A3  F,  (ai)  +  A4  Fi  (a.)  +  i-  A,  Fi  (a.)  + .  .  . -^  1.2    ."^^'a-S)  ^*'~"  (''*^' 
Ma  =  A..F,(a,), 


qui  sont  les  formules  que  nous  eherchions. 

Pour  trouver  les  numérateurs  Ni,  Nj,  X3,  . . .  des  autres  fractions  simples  dans  lesqueiles 

Fi  (x)  ,        . 

on  peut  décomposer  -,  dont  les  dénominateurs  sont  x  —  oj,  (x — ai)-,  etc,  il  suffit  de 

t  (x) 

ehanger  dans  les  formules  precedentes  '(1  en  oí  et  Ai,  Aí,  A:í,  . .  . ,  A^  en  Bi,  Bí,  B3,  .  . . ,  Bp. 

II  faut  faire  des  changements  analogues  pour  trouver  les  autres  fractions  simples. 
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On  aurait  pu  aussi  déduire  les  formules  precedentes  des  formules  connues: 

F(«>  (ai) 


F,(aO  =  M^. 


a(a— 1)...2.1      ' 


F  («O  =  M, .       ,     ,  ,, ^-^^  +  M,_i . rr-V^, 

"■         (a  +  l)a...á.z  "     '    a(a— 1).  .  .á.2 

"'«■''  =  ".  („  +  2)(„+l)...4.3^"^---(.+  l)..!.4.3  +  >'»--„,Z.)!:'.'4.3' 


Soit,  par  exemple,  à  décomposer  la  fraction 


x^-3x  +  b  Mi ,       M3        ,       M-2       ,     Mi     ,      NP 


x^  —  6x^+Ux'^—l6x^  +  9x-  —  2x      («— 1)*  '  («-1)3  '  {x  —  l)^^x—í^x  —  2'^x 
Les  formules  (7)  donnent 

Mi  =  3Ai-A2  +  A3, 

M2  =  3A3-A3  +  A4, 
M3  =  3A3-A4, 
M4  =  3A4, 

mais  nous  avons  déjà  vu  que 

Ai  =  0,  A-2  =  -l,  A3  =  0,  A4  =  -l, 

il  8'en  suit  donc  que 

M)  =  l,  Mi  =-4,  M3  =  l,  M4  =  -3. 

De  la  même  mauière  on  trouve 

N  =  3B,,  P  =  õCi, 

mais  nous  avons  déjà  vu  qui:-  Bi  =  — -  et  Ci  =  —  ^,  donc 

N  =  —   P  =  -  — 


27 


et  par  conséqueiit 


x^  —  oaj  +  5 


3 


2 


2 


a;6_6a!3+14a;i— 16£c3  +  9a;2  — 2a;     a;— 1      (x— 1)^ ^(a;— 1)3      (a;  — l)*^a;-2         x    ' 

5.     Comme  application  de  la  décomposition  des  fractions  rationnelles  nous  allons  déduire 
quelques  formules,  dont  nous  aurons  à  user  plus  tard. 

On  sait  que  toute  fraction  rationnelle  propre  peut  être  développée  en  une  serie  ordonnée 

suivant  les  puissances  entières  croissantes  de  — .  Nous  avons  dono 

X 


Fi(a;)  _  ^  j_  ^  j_  ^  1  j^  I 


et  nous  allons  déterminer  on,  102,  0)3,  etc. 

En  développant  en  serie  les  fractions  simples,  dans  lesquelles  on  peut  décomposer 
il  vient 


donc 


M, 


X  —  a, 

N. 


=  M. 


x    '    a;'  ^a;'       '  " ]' 


—  et,  L  a;        a;*        a;  J 


X—Oy 


M,  IM,    ,    IIM,  a,   ,    SM,  a' 


X —  a,  X 


;— +- 


„3  I     •  •   •  J 


F(a,)' 


en  étendant  le  H  à  toutes  les  racines  de  F  (a;)  =  0. 
De  la  même  mauière  on  obtient 


La;'  aj"  x*  J 

,  =M3r4  +  3^  +  64  +  ---l, 

(a;  — «!)•*  La;^  x*  a;  J 


{x-aiY- 
M3 


et  par  conséquent 
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^  (.T  —  a^f  x'         "      a;''       '  £c* 


M3  SM3      ^SM,q,         SM^g? 


F(  (a;) 
En  égalant  maintenant  le  développement  de  -^r:^  à  Ia  somme  des  développements  des 

fractions  simples  dans  lesquelles  peut  être  décomposée,  il  vient: 

J<^  ,  jo^  ,  _c%    ,  SM,        SM,«,+SM,       SM.a;  +  2SM,a.+SM3 

x'^  x"^  x^'^'"         X     '^  x"  ^  x' 

,  SM,a?  +  3SM,a^  +  3SM3a,+SM,   , 

En  égalant  donc  les  coeffieient*  des  mêmes  piiissances  de  x,  ou  obtient  les  formules: 

O),  =  SM, 

<o,  =  SM,a,  +  SM, 

(U3  =  SM,aí+2SM,o,+SM3 

10..  =  S  M, «?  +  3  2  M,  a;  +  3  S  M3  a,  +  S  M^ 


ta, 


n  general,  on  obtient  la  formule  suivante: 
,„^.,  =  S  M,  a-;  +  [«  C  1]  S  M,  ar'  \  [n  C  2]  S  M,  a'r'  + .  .  .  +  [n  Cp]  S  M,^,  a?-'  +  •  •  .  +  S  M„+  ■ , 


comme  il  est  fíicile  de  voir  en  ayant  égard  aux  íermes  généraux  des  développements  des 
fractions  simples,  qui  donnent  pour  les  coefficients  de  — rv  ^'^■^  valeurs: 

SM  a"      VM    ^(^+l)...n  ,         3(3  +  l)....^  ,        4(4+l)...^ 

^M,a„     -^-^1.2... (»-!)'''    '     -*^^1.2...(n-2)'''    '     ^*^M  .2. .  .(n-3)  "'     ' 


ou 


S  JI,  <,     «  S  M3  a;-',     — ^^  ---  S  ]M3  ar^  ,  etc 
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O.     Comme  oa  sait,  un  des  principaux  usages  de  la  décomposition  des  fractions  ration- 
nelles  se  rencontre  dans  le  Calcul  integral,  lorsqu'il  s'agit  d'mtégrer  ces  fractions. 

Ainsi  poiír  intégrer     '/  '  dx  on  décompose  la  fraction   „  /  s   en  des  fractions  de  la  forme 
^  ^        Y{x)  '^  F(íc) 

r— ,  et  après  cela  on  intèffre  ces  fractions  au  moyen  des  régies  connues. 

(a  — a)"''  f  6  j  o 

En  faisant  donc  usage  des  formules  que  nous  avons  données  précédement  pour  la  décom- 
position des  fractions  rationnelles,  nous  avions  à  employer  les  formules  (6)  et  (7).  II  est  ce- 

pendant  plus  simple  de  décomposer  seulement  k  fraction  au  moyen  des  formules  (6). 

En  effet 

En  intégrant  par  parties,  on  obtient 

r  Fi  (x)  _,   _^       r F^x) _^^_    r    F\(x)dxl 

De  la  même  manière  nous  avons 

/Fi(x)ãx Ft  (g)  ,       1        f  JaM^ 

r  Fi(x)dx  _         ruo")       ,    1     r  Frc 

J    (a;-ai/-^  (A _ 3) (« - a,f -3    '   k-3  J    (x- 


(x)dx 


et  par  couséquent 


rFi(x)ãx  _^    r  ^_^jji^}_^ 

J       F[x)  -  "'l      (fc_l)(x-a.)*-' 

Fl  (x)  1  Fl'  (x) 


"  (A-  _  1)  (jt  -  2)  ■  (x -  a.)*--  (/.•  —  1)  (fc  -  2)  (^•  -  3)     ■  (x -  a,i*-3 

Fr"(a:)<^ic  _L -^"^ r    ^i"'  (a?)  efe  "1 

>3^./-"    '    (^— l)(&-2)...(Â:-«)-J     (x-a.f-J" 


(yt_l)(/fc_2)...(fc  — n)"  (x— «./-«    '    (^-  — 1)(&  — 2)...(Â:- 


Considérons  cette  dernière  intégrale. 
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Comme  Fi  (x)  est  une  fonction  rationnelle  et  entière,  une  de  ses  dérivées  doit  étre  une 
qiiantité  constante. 

1.°  Si  Fí"'(íc)  est  cette  dérivée  constante,  et  h—n>\,  il  vient 


J 


F';"  (a;)  dx Fj"'  (te) 

{x  —  aif-"  ~~      {k  —  n—l){x  —  a,)*'-"-* ' 


[x-aif 
2."  Si  F',"'(£c)  est  constante,  et  Z;  — n  =  l,  il  vient 


et  rintégrale  de  la  fraction -j-dx  est  algebrique. 


I 


^''^-)^--Fr(.).z(.-«o, 


X —  «i 


Fi((r) 
(a;  — a;)'' 
3."  Si  k  —  n  est  égal  à  Tunité,  avaut  de  F'"' (x)  être  constante,  on  obtiendra 


et  rintégrale  de  ^^         ^.  dx  est  transcendante. 


r  Fj"'  (o-)  dx        ç 
J        x-a,     ~  J 


Ax'"  -f  Baj"-'  + .  . .  +  K 


ou 


í    ^'Í^-a'"  ^    í  ax-'--'dx+    í  bx'«-'-dx+    í  cx"'-^  dx+.  .  .+    jhãx+    í  ^^ 


=^_  +  :^    +. .  .+kx+m(x~a,), 

mm —  1  \  /; 

oii  a,  b,  c,  etc,  sont  les  coefScients  des  puissances  de  x  dans  le  quotient  de  la  division  de 

Fí"' (x)  par  X  — a,,  et  R  est  le  reste  de  cette  division. 

Fi  (o;) 
L'intéo;rale  de  -. — -^^4r  dx  est  donc  algebrique  si  R  est  nul,  c'est  à  dire  si  a,  ast  une  racine 

,    ^  (x  —  ai)'' 

de  Fí"'  (x)  =  0.        ^  ^ 

Fj  (x) 
".     La  décomposition  de  la  fraction  rationnelle  ^ — -  en  des  fractions  simples,  dont  nous 

avons   parle   au   n."   4,    peut    être    encore    obtenue    d  une   autre   manière,   que   nous   allons 
exposer. 

La  fraction  proposée  est 

Fi  (a;)      Ao  «™  +  A 1  a:™-'  4-  A-2  x"'-^  + . .  .  +  A„, 


F(a;)  (^x  —  b.i){x  —  b-2)...{x  —  b„) 
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Divisant  le  numérateur  de  cette  fraetion  par  x  —  Ji,  appelant  '^(a;)  le  quotient,  et  remar- 
quaut  que  le  reste  est  Fi  (òi),  en  verta  d'im  théorème  d'Algèbre  bien  connu,  nous  avons 


F,(x)  ..,F,(6,) 

-"■-(x)-J- 


x  —  bi       '      '       X —  61 

Divisant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  x  —  Im^  et  appelant  oi{x)  le  quotient  de 
la  division  de  '^{x)  par  x  —  Ò-2,  il  vient 


Fi  jx)  ?fe)  Fi(6.) 

{x-bi){x-hi)    '^'w-i-  ^_j^  -^  (^x_i^)i^x-biy 


En  continuant  de  rnême  on  obtient  les  égalités  suivantes: 


F»W  ^  ,,^ .  ^  ^  ?l(*?)  ^ ií^!) ^  F.(^0      

(«  — èi)(íc  — 6i)(u;  — Ò3)       ''^  •'  '  x  —  b-i    '  (x- —  Ò2)  (íc  —  63)    '  (a;  — 61)  (a;— 6»)  (aj— 63)' 

(aj  — 6i)(a;  — 62)(a;  — è3)(a-  — èi)      '^  *■  -*  '   a;  — Í4    '  (a;  —  J3)  (a;  —  Ò4)    '  (a;  — 62)  (a;— ^3)  (a;  — 64) 

Fi  (6.) 


(a;  -  il)  (a;  -  bi)  (x  -  bz)  {x  -  64)' 


(8) 


F(a;)        ■"  x  —  b„      '  (x  —  b„_i){x  —  b„) 

^ f(h) ^  F,  (&0 

(x  —  bi){x—bí)...{x  —  b„)      {x—bi){x  —  b%)...{x  —  bn)' 


Cette  dernière  formule  résout  la  question  proposée,  parceque  les  numérateurs  des  fractions 
qu'y  entrent  sont  constants,  et  nous  avons  déjà  donné  au  n."  2  des  formules  pour  décomposer 
les  fractions  rationnelles,  dont  les  numérateurs  sont  constants.  Nous  devons  encore  remarquer 
que  les  formules  precedentes  sont  applicables  dans  le  cas  de  F(a;)  contenir  des  facteurs  égaux; 
il  suffit  alors  d'y  rendre  égales  celles  des  quantités  bi,  bi,  b^,  ...  qui  correspondent  aux 
facteurs  égaux. 

Quand  le  degré  de  Fi  [x)  est  inférieur  de  {  unités  à  celui  de  F  (x)  quelques  unes  des 
quantités  ç>„_i  (a;),  tp„_2  {b„),  ç>„_3  {6„_i),  •  . .  sont  nuUes. 

Nous  ferons  encore  remarquer  que,  dans  le  cas  de  F  (a;)  =  O  donner,  par  exemple,  a  ra. 
c  nes  égales  à  a\,  faisant  &i  =  &2  =  63  =•  •  •  =  'íi,  et  continuant  à  appeller  a-2,  «3  ...  les  autres 


32 


raeines,  dont  les  degrés  de  multiplicité  sont  ?,  7,  8  . . .,  nous  aurons  en  (8)  des  parcelles  de 
la  forme  suivante  à  décomposer: 


(a;  — ai)'-'  (x—a.2)K. 
1 

..(«-a„)'-' 

1 

.  .  (a;  —  a„y- 

(a;-a,f-*(x-a2)H.. 
1 

1             ) ' 

{x  —  aif-'Ux  —  a.}K. 

.(a;-a„)"'' 

En  décomposant  la  première  au  moyen  des  formules  (6)  du  n."  2,  on  obtient  Ai,  A2,  A3, 
etc,  qui  sont  les  numérateurs  des  fractions  dont  les  dénominateurs  sont  íp— «i,  {x — ai)-, 
(íc — ai)-*,  etc. 

Après,  pour  décomposer  les  autres  fractions,  il  n'est  pas  nécessaire  un  nouveau  calcai, 
pareeque  les  numérateurs  de  íc  — ai,  («  — «i)-,  (a;  — ai)^,  etc,  sont:  A^,  A3,  Aj  . .  .  dans  la 
deuxième  fraction;  ils  sont  A3,  A4,  . . .  dans  Ia  troisième,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  allons  appliquer  cette  doctrine  à  Texemple  déjà  considere  au  n."  4: 

aj*  —  3  a;  +  õ 


Nous  avons 


(a;  — l)i(a;  — 2)a;* 


a-'-  — 3a;-rõ  _  3 

X—  1  "^       X —  1 

x-  —  ^x~h  13 


(«) 


{x-\f  x-\        (x-\f' 

j;^  —  3  a;  -f  õ  1  1 


(a:- 1)4  (a;  — 2)  a;       (a;  -  1)2  (a- —  2)  a-       (a;- l)^  (a;— 2)a;       \x—\f{x~2)x' 
La  dernière  fi-action  fut  déjà  déeomposée  au  n."  3,  et  nous  avons  truuvé 


-1  J_ 

•>  9 


(a;-l)'(«-2)«  (»—!)-       (•'c-l)^    '  x- 
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donc,  par  le  remarque  précédent, 


i = l L_+_J_+_^ 

{x—l)^{x  —  2)x  x—l      {x-lf^x—2^     X     ' 

J_  l_ 

1  1,22 


{x—\f-{x  —  2)x  («  —  !)*      a.'— 2  se     ' 

Substituant  ces  fractions  en  («)  et  faisant  les  additions  nous  obtenons: 

«2  — 3a;  +  5  1  4,1  3,2  2 


aj     ' 


(£C— l)*(íC  — 2)£C         £D— 1  (X— 1)-  («—1)3  (cC—  1)*     '     £C  —  2 

comine  au  n."  4. 

8.  Nous  allons  maintenant  traduire  par  des  formules  générales  ce  que  nous  venons  de 
dire  au  n."  précédent. 

Comme  'f  ,_i  (a;)  est  le  quotient  de  la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur  de  la 
fraction 

F,  {x) 


{x  —  bi){x—hi)..  .(x  — èi)' 

on  a,  en  représentant  par  R(a;)  le  reste  de  la  même  division, 

(9)  c?,_,  (a;)  =  Bo  x'»-'  +  B,  a;'"-'-i  +  Ba  a;"'— ^  + . .  . -^  B„,_,_,  x  +  B,„_,-, 

R  (íf)  =  a,)  ^  «1  a;  +  «2  a;- + . . .+  «,_,  x'-', 

et  nous  allons  déterminer  Bo,  Bi,  Bi,  etc- 
On  a 


I    ■'^m 


Ao  a;*"  +  Aj  a;"-í  +  A^  x'"-"-  + .  . .  +  A„,_,  a;' + .  . .  +  A,„_,  x  +  k, 
=  {x  —  bi)  (x  —  bi)  (x  —  63) .  •  •  (a;  —  &,) 
X  (Bo  a;"—-  +  B,  x'"  — i  + . .  .  +  B,„_,_,  a;  +  B„._.) 
+  ao  +  «1  a;  +  «2 «"  + .  •  •  +  «i-i  a;'~' 
=  (x'  -  S,  a;'-'  +  Sá  aTi-2  -  S3  x'-^  + .  . .  +  S,) 
X  (Bo  x"'-'  +  Bi  íT"-'-'  + .  . .  +  B,„_,_,  X  +  B,„_i) 

+  ao  +  «1  ÍT  +  «2  0-2  +  •  •  •  +  «i-í  x'~  S 
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ou   Si,  Sa,  S3,  ...,  Sj   représentent   la   somme   de   toutes   les   combinaisons   des   quantités 
5i,  ii,  hz,  .  . .,  hi  prises  une  à  une,  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc. 

Mais  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  aux  deux  membres  de  cette  égalité  doi- 
vent  être  égaux;  et  on  a,  par  conséquent,  en  considérant  seulement  ceux  de  j;"",  a;"-',  a-"'-^, 
.  .  .,  a;'~',  x\  qui  ne  dependent  pas  des  coefEcients  de  R(a"), 

Ao  =      Bo, 

Ai  =  -BoS,  +  B,, 

A2=     BoSi-BiSi  +  Ba, 

A3  =  — BuS3  +  BiS-2  — BaSi+Bs, 


A,      =(-l)'(BoS,-B,S,_,  +  BjS,_2-...  +  (-l)'B,), 

Aí+i=(-l)í(B,  S,-B2S,_, +  B3Si_2 -...+  (- 1)'B,^,), 
A,+j  =  (-  !)•■  (Bi  S,  -  B3  S,_i  +  B4  S,_j -.  .  .+  (-  1)'  Bi4.2), 

A„_.-  =  (-!)■  (B„_,..  S.  -  B,„_2.+,  S,_,  +  ...  +  (-  l)í  B„_.-), 

lorsque  w^2i;  ou 

Ao  =      Bo, 

Al  =-BoSi  +  Bi, 

A2  =     BoS2-BiSi  +  B2, 

A3  =-BoS3  +  BiS2  — B2S1  +  B3, 

A,„_.  =  (-  l)—-  (Bo  S„._,  -  Bi  S„,_._i  +...  +  (-  1)"-'  B„,_,), 

Iorque  to<2i. 

La  première  des  équations  de  chaqu'un  de  ces  groupes  donne  Bq,  la  seconde  donne  B(, 
la  troisièine  donne  B2,  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  obtenir  immédiatement  les  valeurs  des  quantités  Bo,  Bi,  B2,  . . .,  B  au  moyen 
des  formules: 

Bo  =  Ao 

Bi  =  A,+AoSl 

B2  =  A2  +  AiS;  +  AoS2 

B3  =  A3  +  A2S;  +  AiS2  +  AoS3 


B,=  A, +A,_,Sl  +  A,_2S2  +  ...  +  AoS;, 
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ou  Sj,  Sá,  S3,  .  .  .  représentent  les  soiumes  des  combÍDaisons  des  quantités  bi,  h^,  63,  .  .  .,  b 
prises  une  à  une,  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc,  pouvant  la  même  quantité  entrer  plus 
qu'une  fois  en  chaque  combinaison,  c'e8t-à-dire: 

s;  =  6,+i,+...+i.=s, 

S;  =  b'',  +  b,b,  +  b,b,  +  ...  +  bl  +  b,b,  +  b,b,  +  ... 
S;  =  F,  +  b,bl  +  b,b,b,  +  b,b,h+. . . 


Les  formules  precedentes  sont  applicables  au  cas  de  F  (.r)  contenir  des  facteurs  égaux. 
II  faut  alors  y  rendre  égales  quelques-une  des  quantités  èj,  è-2,  Í3,  etc. 

Cela  pose,  pour  obtenir  9„_i  (ít),  '^„_2(6„),  'f„_3  (&„_(),  ...,  'f  1  (63 ),  '•^(h),  nous  ferons 
dans  la  formule  (9;  i=n,  n  —  1,  ?i  —  2,  ...  2,  1  et  nous  y  changerons  x  en  b„,  J„_i,  ?>n_j, 
.  .  . ,  63,  62. 

Nous  allvons  appliquer  maintenant  cette  doctrine  à  Texemple  déjà  considere: 

x^  —  3x  +  à 


(x  —  l)^ix  —  2)x' 
La  formule  (8),  en  faisant 

bi  =  b-2  =  bs  =  bí  =  1,  bõ  =  2,  Se  =  O,  n  =  6, 


donne 


Fx       V^W^     ^      "^o-CíT-^)"^  ír(j--2)(j;-l)  "^:r(j:-2)(íE-l)2 


-t- 


ír(a;  — 2)(a;— 1;3       x{x-2){x-lf' 
et  la  formule  (9),  en  y  faisant  m  =  2  et  1  =  6,  5,  4,  3,  2,  1, 

cp5  (a^)  =  O,  -^4  (0)  =  O,  -í3  (2)  =  O,  cp,  (1)  =  O, 

-f(l)  =  Bo  +  Bj  =  Ao  +  A,  +  BoS,  =  -l,  Fi{l)  =  3, 

par  conséquent  nous  obtenons  le  même  résultat  qu'aa  n."  7. 

O.     Les  formules  (6)  donnent  Texpression  algebrique  des  numérateurs  des  fractions  sim- 
ples en  lesquelles  on  peut  décomposer  une  fi'action  ratioinielle,  en  fonction  immédiate  des 


ã6 


quantités  données.  On  peut  aussi  trouver  rexpression  algebrique  de  ces  numérateurs  en  fon- 
ction  des  dérivées  d'une  certaine  fonction,  comme  a  fait  Mr.  Serret  dans  son  Coicrs  d'Algèbre 
siipérieure.  Nous  allons  exposer  ces  formules. 
Nous  avons 

F,(ír)         M,  m  M„  (pi(j-) 

__LJ.= I ^.  .  ._| ^ [ 

F(ír)       x  —  ai       (x  —  ai)^  {x  —  aCf        ^{x) 


ou 


(f  {a)  =  {x  —  aa)^  {x  —  03)^ .  ■  .{x—  a„f\ 
En  posant  x  =  ai-rh,  il  vient 


Fi(ai  +  h)       Ml       Mâ  Ua   ,   'fiíai  +  ^í) 


F(ai  +  h)         h         h*-  h""        9(ai  +  A) 

et,  multipliant  par  h'^, 


Nous  avons  déjà  dit  que  -^^^-y — -r-r/-  ne  contient  pas  des  puissances  négatives  de  A,  dono 

la  formule  precedente  represente  le  développement  de  — — -  en  série  ordonnée  suivant 

les  puissances  entières  et  positives  de  h.  Par  conséquent  cette  formule  doit  être  identique  à 
celle  de  Maciaurin,  qui  est 


étant 

=  i>  (x). 
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Cette  identité  donne 


(10) 


<!)"  (ai)    „  i>"'  (ai) 

M,  =  ->  (a,),  M,_,  =  'f  («i),  M,_j  =  ^2^'  M,_3  =  í--^--', 


^^^  =  1.2...(«-2)'  ^*  =  1.2. ..(a-1)- 


Nous  avons  donc 

Fi(x)_      c|;(ai)               4>'(«t)         ,          ,  'r-"(«t)               I    '-^'("^^ 

Fi^./-)       (a--»,)"      (.í;-'m)''-*    '"'  1.2...(a-l)(^-ai)        cp(a;)' 

On  trouvtí  de  la  mème  manière  les  numérateurs  des  autres  fractions  dans  lesquelles  on 
décompose  la  fraction  donnée.  Nous  avons  donc 

Fi(^)^_^     ^(ai)              ^'(a:)        ^          ,  'l^'"""  («<) 

'f(x)        (x-aif      (x-aif-^      '"'  1 .2 .  .  .{a-l){x-a,) 

eM       ,         6' (a,)  e'H)(a,) 

(ír-a.2)P       {x-cH)?-'      '"  1.2...{^-l){x-a^) 


+ 

o{a„)       ,        u'(a„)        ,  "'^-~"K) 


{x-a„f       {x-a„)^-^  1.2...(X-l)(a;-a„) 


étant 


..•(^)  =  (^-a„)'-Ç||. 

IO.     En  ooinparant  les  formules  (10)  aux  formules  (6),  remarquant  que,  lorsque  Fi  (x)  =  1, 
les  M,  coincideiit  avec  les  A;,  nous  obtenons  une  expression  algebrique  de  la  dérivée  d'ordre  n 

de  la  fraction    ,^, — . 

l  (X) 
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En  efiet,  cette  comparaison  donne 


étant 

S'  +  S"  +  ...  +  3(»-i)  =  a-í, 

ou,  faisant  a  —  i  =  wi,  et  substituant  ai  par  x, 


(í™ 


(a;  —  ajf  (x  —  03)^^ ...  (a;  —  q„)^ 
1 . 2 .  . .  mda:'" 


étant 

í'  +  S''  +  ...  +  3(''-')  =  TO. 

11.  Nous  avons  dans  les  números  précédents  trouvé  rexpvession  algebrique  des  numé- 
rateurs  des  fractions  simples  dans  lesquelles  on  peut  décomposer  une  fraotion   rationnelle. 

Fi  (x) 

Quand  on  veut  décomposer  une  fraction  particulière  -= — -,  Tapplication  des  formules  pre- 
cedentes donne  beaueoup  de  peine,  et  par  conséquent  il  est  préférable  einployer  des  autres 
méthodes,  qui  sont  bien  connues.  Nous  en  allons  exposer  les  plus  simples,  quand  les  racines 
de  F(x)  =  0  sont  réelles,  et  quand  sont  imaginaires. 

Soit  proposée  la  fraction 

Fi  (se)  Fi  (x) 


F{x)       {x-aiy{x-a^)K..{x-a„)^ 
Nous  avons  premièrenient 


Fi.H_    _e(a;)-^    ^'    ^'f'(a;) 


[X  —  ai}'f{x)  X — «1        ?  (íc)  ' 


39 

étant 

•-P  (x)  =  (x  —  Oi)^  (x  —  03)' ...  (a;  —  a„)^, 

ou  Ar/  et  'f  I  (x)  sont  donnés  par  les  formules 


Ak  =  — - — -,  tpi  (as)  = O  (X)  Cp  (o;), 

Cp  (ai)  '   '    ^  ^  X  —  ai 


dont  la  première  vieiít  de  (6)  et  (7),  et  dont  la  deuxième  vient  de  la  formule  precedente. 
En  divisaiit  par  a;  — ai,  il  vient 


!i^ =e»(-^)  i   ^^"'^   I      ^'^      I ^'-^^^ . 

(a;  —  ai)-cp(a;)  a;  —  ai       (a;  —  ai)*       {x  —  ai)cp(a;)' 


En  décomposant  de  la  même  manière  la  dernière  fraction,  on  obtient 

'■pi  (x)        ^      A  cp2  (a;) 

{x  —  ai)  cp  (a;)       x  —  ai        "p  (íc)  ' 

oíi  A  e  cp2  (a;)  sont  trouvés  comme  précédemment. 
Donc 


^*H         _fl  ,'  ^  .    ®(«')  +  A  ^       Ac.       ^cp2(a;) 
■  Cl  (x)  -\- 


(x  —  rti)^cp(a;)  x  —  ai  {x  —  ai)-        '-p  (a;) 

a;  — ai  j(a;  — ai)*    '    cp(a;) 


En  divisant  par  x  —  a-2,  il  vient 


Ei(^) e.,  .^.)  ^    Oi(«t)    ^    A«_,  A„        cp2^(x) 

(a;  — ai)-'cp(x)        "^  '  a;  — ai  (a;  — ai)^        (aj  — ai)'*       (x  —  ai)  cp  (a;) " 


La  dernière  fraction  donne 

y^Ça;)    ^      A'  cp3  (x) 

(x  — ai)cp(x)       X  — «1        ^(ícj  ' 
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donc  ' 

Fi(a;)  «  /  N  ,  <'<Í«<^  +  A'         A«_i       ,        k„.         ,    tp3  W 

(x  —  aiY'j^{x)  x  —  Oi  [x  —  ai)-       {x  —  aif        '.p  (x) 

X  —  ai  (x  —  ai)-       (a;  — ai)-'        tp  (a;) 

En  continuant  de  la  même  manière  on  obtient  la  formule 

Fi(a;)        ^Fi(a;)^     A,  Aa  A,,  -.pjx) 

{x  —  aif-  !f  (a?)       F  (a;)        x  —  oi        {x  —  aif  {x  —  a\)''-         cp  (a-) 

Fl  (a;) 
Ainsi  la  déeomposition  de  la  fraction  — ^^—  reste  dépendante  de  la  décomposition  de  la 

fraction ,  qui  ne  contient  pas  dans  le  dénominateur  (a;  — ai)'^.  Cette  fraction  donne  de 

<p(a;) 

la  même  manière 

?c<H_      Bi Ba B^         ^   c})^(a;) 

■^{x)       {x  —  a<í)      (x  —  a-i)-  (a;  — a-2)P        '^  (a;) 

oii  <}'(*)  D6  contient  pas  {x — a-2)P. 

En  continuant  de  la  même  manière  on  décompose  coniplétement  la  fraction  proposée. 
Nous  allons  appliquer  cette  doctrine  à  Texemple  déjà  considere 

a;2-3íc+5 


{x-\)''{x  —  2)x' 


Kous  avons 


dor 


et,  par  conséquent, 


F)  {!■)  =  x^  —  3a-  +  õ,  9  (a)  =  (íT  —  2)  x, 
Aa  =  —  3,  ç-i  (j)  =  4j'  —  ò 


a-«-3a;  +  5  3     ^   4j-  — 5 


{x—l){x  —  2)x  x~\  '   {x  —  2)x' 
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Ensuite 


ar — 'òx-rõ  3         ,  ix  —  õ  3         ,       1       ,      b  —  x 

-T 


(x—l)^{x  —  2)x  (x—l)-       (x—l){x  —  2)x  (ic— 1)-    '   x—l   '   x{x  —  2}' 

Continuant  de  la  même  manière,  on  obtient 

X-  —  3a;-7-5  3  1  ò  —  x 

(x—l)^(x  —  2)x  ^~  {x—lf'^'{x^l^  '    {x—l)x{x—2j 

^  3         ,         1   ' 4      ,     4.r-5 

~       («—1)3    '    (X—lf       x-l    '    x(x  —  2) 


et  ensuite 


3  1  4  l       .      h—x 


{x—lf{x—2)x  (x—l)''    '   (x— 1)'       {x—l)-    '   x—l    '    x{x—2) 


o  r> 

3,1  41  Y      .      Y 


{X  —  l)*       (X  —  1)3       (x  —  1)-       a;  —  1 


X  X- 


Fi  (x) 
On  voit  par  le  n."  4  qu'ou  peut  aussi  faire  la  décomposition  de  divisant  Fj  (ai-j-A) 

F(«  +  A)  ^"^ 

par  — ^^ -. 

12.  Nous  allons  considérer  maintenant  le  cas  de  le  denominateur  de  la  fraction  proposée 
contenir  des  facteurs  imaginaires  du  premier  degré.  La  méthode  de  décomposition  precedente 
est  encore  applicable,  mais  on  sait  qu'on  peui  éviter  les  imaginaires  décomposant  la  fraction 
proposée  de  la  manière  suivante: 

Fi(x)_     Aix  — B,  Aix-Bi  Ac,x-rBc    ,    fi  (a?) 

F(x)       (x-^px  +  q)'^   '   {x- +  px -r qf~^  '  x--T-px  +  q   '    »(«)  ' 

étant   x'-^px  —  q   le   produit   de   deux   facteurs   imaginaires   conjugues   x—ti  —  à\/ — 1    et 
X  —  6  —  6'/ — 1,  et  ■■5(3;)  le  produit  de  tous  les  autres  facteurs  de  F{x). 

Pour  trouver  Ai,  Bi,  Aj,  B2,  etc,  on  peut  proceder  comme  dans  le  cas  précédent,  par- 
tant  de  çí=  1.  Xous  avons,  en  effet, 

Fi  (x)  A  B  5|  (x) 


{x—d—6'\/—i){x—e-\-6y—i)^(x)    x-d—ey—i  '  x— e-i-ôv— ^  '  ?(a;)' 

VOL.   II  F 


etant 


donc 
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F.(&-ev-i)_ 


Fi(a;)  _    K  +  K'v/-1      ,     K-Ky-l         ç>i  (a;) 

2K(!B  — e)  — 2K'e'  ,    '-piÇa;) 
~       (£c— 6)^  +  6'^        '    'í(a:)' 

Procédant  comme  dans  le  cas  des  facteui-s  réels,  c'est-à-dire  faisant  des  multiplications 
suecessives  par  x-->r  px-}-q,  on  décompose  la  fraction  proposée. 


III 


mWl  ARÍIGOS  SOBR[  DIVERSAS  QUESÍlS  0[  AiAlíS[ 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  HERMITE 

(BuUetin  des  Sciences  Mathématiques,  2.^  série,  t.  XVII.  Paris,  1893) 

Permettez,  Monsieur,  que  Je  vous  presente  une  manière  bien  simple  de  former  des  fon- 
ctions  analytiques  qui  admettent  ])oiir  espace  lacunaire  uii  cercle.  Je  ni'appuierai  sur  le 
théorème  suivant,  dont  on  trouve  une  démonstration  bien  simple  dans  le  Traité  d'Annlyse  d« 
M.  Picard  (t.  ii,  p.  138). 

Si  les  fonctions  /i  (z),  fi  (z),  fi  (z),  .  . .  peuvent  être  représentées  par  les  développements 
auivants,  dans  les  environs  du  point  Zq, 

fi  (z)  =  a„  +  a\  (z-Zq)  +  aá  (z  —  z^)^-  +  .  .., 
fi  (z)  =  «o  +  «1  («  —  ^o)  +  «2  (2  —  Zo)^  +  •  •  • , 


et  si  la  série  suivante,  que  l'on  obtient  en  remplaçant  chaque  terme  des  precedentes  par  sou 
module  et  en  additionant  ensuite  les  résultats, 

I  «n  I  +  I  "i  I  I  ^  ~'^o  I  +  I  «í  I  I  2  —  2o  P  +  •  •  • 

+  I  «o  !  +  I  «1  I    !  2  —  ^0  I  +  I  «2  I    I  2  — «o  1'  +•  •  • 

+ 


est  convergente  dans  les  environs  du  niênie  point,  le  prodiiit 

00 

][[!+/„  (2)] 

n  =  l 

represente  une  fonution  lioloniorplie  de  z  dans  les  environs  du  point  z,,. 
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Cela  pose,  je  considere  le  produit 
(1) 


U[-(4r-]^ 


et  je  remarque  premièrement  que  ce  produit  est  convergeiít  quand  \z\>l,  parce  qu'il  est 
aiors 


,.  \         nj    ^  1 

''"  7 rTH-"í =i^<^- 


Soit  dono  |zq|>  1.  Nous  avons,  dans  les  environs  de  ce  point, 

L =  1  fi  _ „ iH^  ,   n(n±l}  (z- z,)^ 

1  \ "    L 


n  1  \         n  I      ^ 

et  le  théorème  précédent  fait  voir  que  le  produit  (1)  represente  une  fonction  de  z,  holomorphe- 
dans  les  environs  de  Sq,  quand  la  série 


v*  - 

-"■ 

/. 

1   ^ 

\",        , 

.1  =  2 

\'- 

11  1 

7     n 

í'+»^n^+^^>^+-] 


est  convergente. 

Mais  cette  série  est  equivalente  à  la  suivante: 

qui  est  convergente  quand 

P  ~  ^0 1  <  I  ^0  I  ~  -* ' 
parce  qu'alor£  le  rapport  d'un  ternie  au  précédent  tend  vers  la  limite,  inférieure  à  Tunité, 


I  -    I  /  1         P  ~  ^0  I 
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Done  la  série  precedente  est  convergente  dans  le  cercle  dont  le  centre  est  le  point  d'affixe 
-Zg  et  dont  lo  rayon  est  ógal  à  la  quantitó  positive  \zq\  —  1,  et  le  produit  (1)  represente  une 
fonction  holomorphe  dans  les  environs  du  point  z„. 

Le  point  Zç,  est  d'ailleurs  un  point  quelconque  tel  que  Ton  ait  |zq|>  1.  Le  produit  (\)  re- 
presente donc  une  fonction  holomorphe  à  Textérieur  du  cercle  de  rayon  égal  à  Tunité. 

Je  remarquerai  maintenant  que  les  racines  de  la  fonction  (l)  sont  donnces  par  Téquation 


^         n 


■en  attribuant  à  n  les  valeurs  2,  3,  4,   .  .  . ,  et  que  cette  équation  donne 


3  ti- 
^  "-,  {k  =  0,  1,2,  ...,»-l). 


1 

11 

Donc  les  racines  qui  correspondent  à  chaque  valeur  de  n  peuvent  être  représenfées  par 

des  points  d'une  circonférence  de  rayon  égal  à —  et  ces  points  divisent  la  circonférenee 

1-  — 
n 

«n  n  parties  égales. 

Quand  n  tend  vers  1'infini,  le  rayon  de  la  circonférence  precedente  tend  vers  Tunité  et  les 

points  qui  représentent  les  racines  de  la  fonction  (1)  augmentent  d'une  telle  manière  que, 

dans  le  voisinage  de  chaque  point  de  la  circonférence  de  rayon  égal  à  Tunité,  il  y  a  une 

jnfinité  de  points  qui  représentent  des  racines  de  la  fonction  (1).  Comme  les  racines  des  fon- 

ctions  holomorphes  doivent  être  séparées  par  des  intervalles  finis,  il  n'existe  donc  une  fonction 

holomorphe   qui  soit   la  continuation,  à  lintérieur  du  cercle  de  rayon  égal  à  runité,  de  la 

fonction  (1). 


II 


SUR  UNE  FORMDLE  D'INTERPOLATION 


(Mémoires  de  la  Soeiété  Royale  des  Sciences  de  Liège,  2.o  série,  t.  X.  Liège,  1883) 


Le  but  de  cette  Note  est  de  démontrer  une  formule  qui  permette  de  determinei-  une  fon- 
ction  de  x,  quand  on  connait  les  valeurs  qu'elle  prend,  ainsi  que  ses  dérivées,  pour  des  va- 
leurs  particulières  données  à  la  variable. 

Si  nous  désignons  par  ai,  aa,  . . .,  a„  les  valeurs  attribuées  à  x,  les  valeurs  de  la  fonction 
et  de  ses  dérivées  seront  représentées  par  le  tableau  suivant: 


*  =  «!>  y,,  y'i,  2/',',  •••,3/r  ") 

^  =  ('v  Vv  y-2^  Vi^  ■  ■  ■  1  !/'Í~'^\ 


)('    »^fí'    t/ji'    «^n'    *  '  *  '  >/n 


A  fe  problème  correspond,  en  Géométrie,  la  détermination  d'une  courbe  qui  passe  par 
les  points  («1,  í/O,  (a-2,  ^j),  ...,  (a,„  i/„)  et  qui,  en  ces  points,  ait  des  contacts  d'ordres 
a —  1,  [i —  1,   .  .  .,  'K —  1  avec  des  courbes  données. 

Appelons/(a;)  la  fonc-tion  cherchée  et  soit 

F  (x)  =  {x-  a,f-  [x  -  Ui)^  ...{x-  «„y-. 


Posons 
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f{x)  Ml       ^        M2  ^       M, 


F(!c)       (o; -ai)       {x-aif  (x-aif 

_| I [-. .  .-| 1 — 

{x  —  02)       (a;  —  Uif  {x  —  a^Y 

Kl  K2  K), 


{x  —  a„)       (a;  —  a,,)^  (x  —  a„)^ 


et  déterminons  les  numérateurs  de  ces  fractions. 
Si  nous  donnons  à  a;  la  valeur  «i  +  ^,  dans 


ou 


f{x)  Mi  Ma  M„  'fi(a;) 

F  {x)       (x  -  «O       [x  —  Uif      '"      (x  —  aiy-       o  (x)  ' 

'f  (x)  =  (íc  —  «2)^  {x  —  03)'^  ...  (a;  —  a,,)'', 


il  vient 


f(ai+h)       Ml       M2  M„       'íi(ai  +  ft) 

^-- = h  —  +  ...H — -  +  ~ -. 

F  («!  +  /')        /'         /í-  h''        'f(«i-f/0 

Le  quotient  de  fi  («i  +  /;)  par  -j  («i  +  /?)  ne  peut  contenir  que  des  puissances  entières  de  h, 
parce  que  -^—j — —  ne  peut  devenir  infini  pour  h  =  0;  il  en  resulte  que  M|,  M2,  .  .  . ,  M,^  sont  les 

coefiScients  de  — ,  — ,  ....  —  dans  !e  dévelonpement  de   ~ suivant  les  puissances  de  h. 

h    h^-  W  F(ai+A)  ^ 

D'autre  part,  en  appelant  Ai,  A-2,   .  .  .,  A^^;  Bi,  B^,     . .,  Bo;   . . .  ;  Pi,  Pj,  .  . .,  P;,   les 

numérateurs  des  fractions  simples  que  Ton  obtient  en  décomposant  -^ — -,  nous  avons 

^         *  '  F(a;)' 

f{A        Ai/(x)  A2/(a;)  kjíx) 

F(a;)       (x-ai)  {x-a^f  '"     {x  —  aif 

^    Bi/(a-)  ^     B2/(a;)  ^          ,    Bp/(x) 

(x  —  aa)  {x  —  02)^  (x  —  «2)^ 


(x  — a„)       (x  — a„)*  (x  — a„r 
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En  faisant  x  =  ai-{-k  dans  le  premiei-  terme  de  cette  somme,  il  vient 

De  mêrne,  le  second  terme  donne 

le  troisième 

^'•^^^3^^^  =  A3  Ã-3/(a0  +  A3  h-^^f  («o  + 1  A3  A-'/"  (a,)  + . .  . 

et  ainsi  de  suite. 

En  faisant  £c=ai  — /«,  dans  les  autres  lignes,  on  n'obtiendra  pas  de  puissances  négatives 
de  h,  comme  nous  Tavons  dit  tantôt. 

Les  coeíficients  de  -y-  sont  donc 
n 

MfiaO,  A,/(aO,  ••-,   i.2...(a-i/'""("'^' 
et  nous  avons 

M.  =  A,/(a.)^A2/'(a,)  +  ...+  ^-^^-^^^^/"'-•'(aO- 

En   sommant  séparément  les  coeíficients  des  puissances  du  degré  2,  3,  4,    ...   de  ^, 
nous  trouvons  de  la  mêrne  manière  les  vaieurs  de  Ms,  M3,  M4,  etc,  à  savoir: 

A. 


'a 


M3  =  A3/(ai)  +  A4/  (a,)  +  i-  As/"  (a.)  + .  .  .  -f  --^^_^^/(-3)  (a,), 


M„  =  AJ{ai). 
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Pour  obtenir  les  numérateurs  Ni,  Na,  N3,  etc,  il  suffit  de  chauger,  dans  les  formules  pre- 
cedentes, ai  en  a-2,  a  en  [5  et  A|,  A-2,  .  . .,  Aj,  en  Bi,  Bj,  . .  .,  Bj. 

On  obtient  les  autres  numérateurs  des  fractions  simples  en  faisant  des  changements  ana- 
logues. 

Nous  serons  conduits  finalement  à  la  formule  suivante: 


I  r      Al  ki  As  A„        1 

f{x)  =  ¥{x)\\- -  +  - -  +  - ---  +  ... +  ^-?-^L, 

(L(íc  — «1)       («— ai)2       [x  —  aif  {x  —  a\y  A 

r     Aj  A3        ^  A^ n    , 

L(a;-«,)       {x-ayf""      {x-a^f-^V' 


1.2...(a-l)    (x-ai)"^' 


r      B,  B2 

+ 


(o;  —  as)       (a;  —  fli)^  {x  —  a%y 


Bp        -| 


r    B2  B3  B 

+    -: :  +  : ^  +  --     " 


L(íc  — aa)       {x  —  «2)"  («  —  a-iY 

1  B 

1.2...(í5-l)'(x  — aa) 

+ 


+•••+,,    .,    ..——yV 


r    Pi  Pa  P3  Px     "1 

L(j;— «„)  («  —  «„)*  {x—ãnf  (íc  — a„)^  J' 

r  P2        Ps  Px 

Lia;— a„)  í'"_^,  ■\-  Co.._^^^ 


(a;  —  a„)       {x  —  a„)^  {x  —  «„)'■ 

' ^^- /-<-!. 

1.2...(X-1)    (x-a„)''"       i 


y» 


La  fonction  ainsi  déterminée  résout  la  question  proposée.  On  voit  que,  pour  Tappliquer, 

il  est  nécessaire  de  décomposer  en  fractions  simples  la  fraction  rationnelle  ,   ce   qu'on 

peut  faire  en  employant  une  des  méthodes  connues. 

On  peut  faire  usage,  par  exemple,  des  formules  que  nous  avons  fait  connaitre  dans  notre 
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travail,  Sur  la  dúcortvposition  des  fractions  rationnelles  (*),  à  savoir 

A  =  r- 1  -f-'  y  [(P + 5'  - 1)  C5]  [íT  +  r  - 1)  c^"] . . .  [çk + ac-')  - 1)  cs"-*)] 

oii  Ton  doit  donner  à  í',  5",   .  .  .,  5'"~''  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  qui  satisfont 
à  réquation 

8' +  §"+...+ §"'-')  =  a- i. 

Pour  déterminer  les  numérateurs  B,,  il  suffit  de  changer,   dans  la  formule  precedente, 
a  en  p  et  ai  en  aa- 

Les  autres  numérateurs  s'obtiennent  d'une  manière  analogue. 
Si,  dans  les  relations  pi-écédeutes,  nous  faisons 


il  vient 


t=l,     ?  =  1,     ...,     X=l, 


(a;  —  a-2)  (x  —  as) ...  (a;  —  a„) 

í  (a;)  ==  ^^^ ^ í^ i  «i 

(ai  —  a-2)  (ai  —  as) . .  .  (ai  —  a„y 


(x  —  ai)  (x  —  03) ...  (a;  —  a„) 

+ 


(aa  —  ai)  (a-2  —  «3) .  . .  (aa  —  a„) 


(x  —ai)(x  —a-2)...{x  —  an-i) 
(a„  —  ai)  (a„  —  at). .  . (a„  —  a„_i)  "' 


ce  qui  est  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange. 


(')  Voir  ce  volume,  p.  12. 


III 

SUR  LA  FORMULE  DE  STIRLING 

Extrait  d'unc  lettre  adressée  à  M.  Rouché 
(Nouvelles  Annales  de  Matliématiques,  3."  série,  t.  X.  Paris,  1891) 


Dans  une  Note,  Sur  la  formule  de  Stirling,  qui  a  été  insérée  dans  les  Comjjtes  rendus, 
t.  cx,  1890,  p.  513,  vous  démontrez  d'une  manière  bien  simple  la  formule 


(a)  y'  e'-^(n+J)n 

^  '  ?(«+Í') 

ou.  o  represente  un  nombre  compris  entre  O  et  1,  et  ou  Ton  a 

e-"  n     - 

Ensuite,  au  luoyen  de  oette  formule,  vous  trouvez  la  formule  de  Stirling,  qui  donne  le 
produit  P()i+1))  quand  n  est  un  nombre  três  grand.  Vous  supposez,  dans  votre  analyse, 
que  11  est  un  nombre  positif  enfier. 

En  étudiant  votre  dómonstration,  je  viens  de  remarquer  qu'on  peut  la  modifier  de  manière 
à  considérer  le  cas  ou  n  represente  iin  nombre  quelconque,  rationnel  ou  irrationel.  Je  re- 
marque premièrement  que  votre  démonstration  de  la  formule  (a)  a  iieu  quand  íí  est  fraction- 
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naire,  et  que  Tégalité 

lim  tp  (p)  =  /2í, 

;i  =  c» 

dont  vous  donnez  une  démonstration  basóe  sur  la  formule  de  Wallis,  ne  depend  pas  de  n. 

Ensuite  je  modifie  Fanalyse  que  vous  employez  pour  déduire  de  (a)  la  formule  de  Stirling 
de  la  manière  suivante. 

Je  trouve  premièrement  au  moyen  de  la  formule  (í) 

,.      cpfíi  +  p)      ,.            V  (n  +  p -\- l)e~P p     '^ 
lim  - —         =  lim 

et,  ayant  égard  aux  égalités 


r  (n  +_p  +  1)  =  n  (n  +  1) . . .  (n  +p)  V  («), 


j'écris  cette  formule  d'abord  de  la  manière  suivante 


P+-! 


tp(?i+^)_         n(n-hl). .  .(n+p)r(7i)e~P]}     ^ 


lim 


^^"^         '^'^  ple-i^+Hn+P^'-''^ 


et  ensuite,  ayant  égard  à  la  definition  de  Gauss  de  la  fonction  r(n), 

Y  (n)  =  lim ^•■^" 

je  Técris  de  la  manière  suivante 


limlí!i±^=lim P 


"^í+4- 


Mais  nous  avons 


Dono  on  aura 


lim  P  +  1 


«+Í+4 


limlí^,±i^=l, 

0=00        'fíi?) 
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et,  par  conséquent, 


lim  Cf  (n  -{-p)  =  lim  'f  (j))  =  V2r.. 


Si  Ton  remarque  maintenant  que  la  formule  (a)  donne 

(I 


et  par  conséquent 


lim^^-^  =  e'^«  (0<e<l), 


<p  (n)  =  e'*"  lim  cp  (m  +p), 


on  trouve 


et  régalité  (J)  donne  ensuite  la  formule  Stirling 

Jl_ 

r  (n  +  1)  =  v/2-íi  n"  e-"  e'-". 


rSTote 


Pour  plus  de  clarté,  nous  allons  reproduire  ici  la  démonstration  de  la  formule  de  Stirling, 
donnée  par  M.  Rouchó,  à  laquelle  se  rapp_orte  la  lettre  antórieure. 

«La  relation  bien  connue 

,og.«  +  l)-log«  =  ^A_[i  +  __l_^J, 

ou  w  designe  un  nombre  entier  positif  quelconque,  et  6  un  nombre  compris  entre  O  et  1, 
peut  s'ócrire 


"l2n(7i+l) 


1+  (n  +  -i)[log(n+l)-logu]. 
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EUe  devient 


127i(n-rl) 


quand  on  pose 


(1)  'f  («)  =  ,  1 


Iog'-p(n)  — logtp(n+l), 


1.2.3. ..n 


«      "+-4 


On  conclut  de  là 


l0gS.(7l)>l0g-f  (í!+l). 


et 


log  ?  ('0  -  íi,  <  log  ?  («  + 1)  - 12^+7)5 
€11  d'autres  termes,  des  deiix  fonctions 

__e_ 

cs(»i),     !i(n)e    '2", 

la  première  est  décroissante  et  la  seconde  croissante,  lorsque  Tentier  n  croít.  Si  donc  on  de- 
signe par  p  un  nombre  entier  positif  quelconque,  on  a  les  inégalités 

'^  (n)  >  's,  (n  -\-p), 
^  i 


íp(«)e    *-'"<cp(?i-[-^)e    «2(n-rp)^ 
que  l'on  peut  remplacer  par  Tégalité 

tpfn) 


dans  laquelle  6  designe  un  nombre  compris  entre  O  et  1. 

II  est  bien  aisé  de  déduire  de  eette  relation  la  formule  célebre  de  Stirling  pour  Tévalua- 
tion  approchée  du  produit  1.2.3.  .  .;i  Iorque  n  est  un  grand  nombre. 

En  eífet,  la  relation  (2),  appliquée  au  cas  ou  n  est  égal  k  jj,  montré  immédiatement  que 
le  rapport 

9(P) 
?  C-^P) 
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a  pour  limite  1'Linité,  lorsque  p  croit  indétíninient.  On  a  donc,  pourjí=cx, 


hm  9  ( »)  =  hm    '  ^-1  \ 


ou,  d'après  (1), 


lim  !p  ijj)  =  lira  1  /  4 .  — - .  — 


2     4     4         2p  —  2        2p 


3  ■  3  ■  õ  ■■"  2_/5— 1  ■  2jj-l' 
et  enlin,  en  vertu  du  tliéorème  de  Wallis, 

lim  'f  ip)  =  v/2x. 
Dès  lors,  si  dans  la  formule  (2)  on  laisse  ?i  fixe  en  faisaiit  croltrep  indéiiniment,  on  obtient 

V/2^ 

c'est-àdire,  d'après  la  définitioii  de  f  (h), 

J_ 

1 . 2 . 3 .  .  .  n  =  v/2-n  h"  g-"  e^'. 

Cest  la  formule  de  Stirling,  qui  donne  deux  limites 

<i 

s/2~n  n"  e-" ,  ^'2-n  ?i"  e~" . e^', 

entre  lesquelles  est  compris  le  produit  1.2.3. .  .?i.  (E.  R.) 
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IV 

SOBRE  LA  TE0RÍ4  DE  LOGARITMOS 

(Gaceta  de  Matemáticas  elementales,  t.  I.  Vitoria,  1903) 

1.  Los  lectores  de  la  Gaceta  de  Matemáticas  elejnentales  recordarán  que  eu  el  número 
primero  de  esta  Revista,  p.  30,  el  notable  catedrático  de  la  Universidad  de  Madrid,  D.  Luiz 
Octávio  de  Toledo,  llauió  la  atención  sobre  el  curioso  é  interesante  tema  de  estúdio  que 
tiene  por  objeto  investigar  si  la  unidad  positiva  puede  tomarse  como  base  de  un  sistema  de 
logaritmos.  Asimismo  no  habrán  olvidado  aquellos  lectores  que,  respondiendo  ai  expresado 
llamamiento,  el  distinguido  matemático  espafiol  D.  Luis  Sánchez  de  la  Campa,  teniente  coro- 
nel de  ingenieros,  ocupóse  de  aquella  bellísima  cuestión  en  un  luminoso  articulo,  publicado 
en  la  sección  doctrinal  dei  n.°  7  de  esta  misma  Revista. 

Por  nuestra  parte,  vamos  ahora  á  estudiar  el  aludido  tema,  aunque  colocándonos  en  un 
punto  de  vista  distinto  dei  que  utilizara  este  último  estimable  matemático. 

2.  El  poder  tomar  ('i  no  la  unidad  positiva  como  base  de  un  sistema  logarítmico,  depende 
de  la  definición  que  se  adopte  para  la  exponencial  a^,  siendo  a  un  número  real  positivo  y  z 
una  cantidad  compleja  x-\-iy. 

Supongamos,  en  primer  término,  que  a  representa  la  base  e  de  los  logaritmos  neperianos. 
Entonces,  bien  sabido  es  que  e-  puede  definirse  mediante  Ia  igualdad  euleriana 

ef  =  e'  (cos?/+  ísen  jí), 

donde  e'-  representa  el  valor  real  y  positivo  que  en  Aritmética  tiene  la  potencia  x  dei  nú- 
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mero  e.  Sábese,  adernas,  que  la  funeión  así  definida  satisface  á  ias  condiciones  siguientes, 
que  la  caracterizan : 

1.*  Es  susceptible  de  ser  representada  por  el  desarrollo  ordenado  según  las  potencias  de  z: 

z^        z^ 

e^=í+z  +  — +  —  +  ... 

2.*  Satisface  á  la  condición 

e«  X  e?  =  6''+?, 

siendo  a  y  p  dos  valores  cualesquiera  de  z. 

3.*  Para  y  =  0,  sus  correspondientes  valores  coinciden  con  los  valores  absolutos  ó  aritmé- 
ticos de  e^. 

La  funeión  a'  debe  naturalmente  ser  definida  de  modo  que,  cuando  á  a  se  dé  el  valor  e, 
nos  encontremos  con  la  funeión  anterior,  y,  para  ello,  se  debe  tener  la  igualdad 

(1)  a^  =  e-''""% 

en  la  cual  log  a  representa  el  logaritmo  iieperiano  real  de  a.  La  funeión  así  definida  satisface 
á  las  condiciones; 

L*  Es  susceptible  de  desarrollarse  en  serie  ordenada  segiin  las  potencias  enteras  y  posi- 
tivas de  z  mediante  la  f(')rmula 

a--=14-z.loga  +  ^log'-a4-  — log3a  +  .  .  . 
2.*  Verifica  la  condición 

3.*  Para  y  =  0,  los  correspondientes  valores  coinciden  con  los  valores  aritméticos  de  a^. 

La  funeión  inversa  de  «-,  que  acaba  de  definirse,  representa  los  logaritmos  de  todos  los 
números,  reales  é  imaginários,  tomados  en  la  base  a.  Esta  base  no  puede,  por  conseguiente. 
Ser  igual  á  la  unidad,  cuando  se  adopte  para  a-  la  definieión  que  acabamos  de  consignar, 
toda  vez  que,  entonces,  resultaria  a- —  1   para  eualquiera  valor  de  z,  siempre  que  fuese  a=  \. 

3.  Coloeándonos  ahora  en  otro  punto  de  vista,  observemos  que  el  número  a  tiene  un 
número  infinito  de  logaritmos  neperianos  imaginários,  los  cuales  vienen  dados,  según  es  ya 
sabido,  por  la  fórmula 

Log  a  =  log  a  -f  2/i7"~, 
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en  Ia  fual  Log  a  representa  uno  cualquiera  de  los  logaritmos  mencionados,  correspondiente  à 
un  valor  determinado,  arbitrariamente  elegido,  dei  entero  k,  siendo  además  definida  la  fiin- 
ción  a~  mediante  la  relación 

(2)  cv^  =  eF  '''"•' "  =  e'  l'"''  ''+2ti"i  _ 

La  función  «-,  asi  definida,  participa  de  las  propiedades  siguientes: 

1."  Puede  desarroUarse  en  serie  ordenada  según  las  potencias  enteras  y  positivas  de  z, 
mediante  la  formula 

z-  z^ 

a-  =  1  +  2  Log  a  +  ^  Log- «  +  -^  Log^  a  + . .  . 

2.*  Satisface  á  la  condición 

a"  X  aP  =  a'^+P. 

3.^  Los  valores  que  toma  para  y^O-,  coiuciden  con  alguno  de  los  sistemas  de  valores 
que,  según  la  teoria  de  las  potencias,  adquiere  a'.  Enefecto;  esta  teoria  dá,  cuando  x  es  un 

número  racional  — ,  la  igualdad 
n 

a^  =  f)  [cos  '2k~x^  i.seií  2k-x'\, 

donde  p  representa  el  valor  aritmético  de  a'^,  y  en  la  cual  ^- =  O,  1,2,  .  .  .,  n  — 1,  igualdad 
que,  ai  ser  x  un  número  irracional,  sirve  también  para  definir  a'';  y  la  fórmula  (2),  dá 
cuando  y  =  O, 

f(X  ^  ^{\n.,a-t-ii.,-,  ^  gtiogn  |-^.Qg  2k-zx  +  i .  sen  2h-x]. 

4.  Livirtiendo  la  función  que  acaba  àd  ser  definida,  obtiénese  una  nueva  fancióm,  dis- 
tinta de  la  que  resulta  ai  invertir  la  función  exponencial  definida  mediante  la  igualdad  (1), 
cuyos  valores  vamos  á  determinar. 

Sea 

pi  (cos  (01  -f  j.sen  ídi) 
un  número  complejo  dado,  y  determinese  s  de  macera  que  resulte 

„:  =  g(x+.;;)(loga-f2/,i-)  =  p,  (^^OS  tui  +  i.sen  (0|), 


Gl 

es  decir, 

é'^°i<'-^'-'^y[cos{2k7.x-{-y\oga)-{-i.sen  (2kzx-{'yloga)]  =  pi  (coson  +í.seii  toi), 
de  donde,  por  consiguiente, 

ga;loga~2/-j,_  jjQg  (2lcr.X  +  y  log  O.)  =  p|  COS  0)1, 

giioga— 2/,-i/_  ggjj  (2/cza;  +  ^  log  a)  =  pi  sen  cui. 
Tendremos 

p,  -^^iOfa-2k-y^ 

2kT.x-\-y\oga  =  cui  +2ot-, 

en  que  hí  representa  iin  número  entero  cualquiera.  De  este  sistema  se  deduce 

log  a .  log  pi  +  2^•7:  (coi  +  2m  -) 
*^  rog"2a+4yk--í--^  ' 

log  n  (o)i  +  2?»!-)  —  2k~  log  pi 

En  sii  consecuencia,  tendremos 

log  a .  log  pi  4-  2kT.  (u)i  +  2miz)-\-i  [íioi  4-  2Tnr.)  log  a  —  2kT.  log  pi] 


z  = 


log"^a  +  4/i:" 


Guando,  para  definir  la  función  esqionenciul,  se  adopta  la  igiialdad  (2),  los  valores  de  la 
función  inversa,  esto  es,  de  la  función  logarítmica  correspondiente,  vienen  determinados  por 
la  fórmula  que  acabamos  de  obtener. 

Haciendo  en  la  que  precede  «=  1,  v^ndrá 

coi  -i-2w7:       .  log  pi 
2/í^  2k;~ 

Por  tanto,  cuando  la  función  a-  se  define  mediante  la  expresión  (2),  la  base  de  los  cor- 
respondientes  logaritmos  puede  ser  igual  à  la  nnidad. 

5.  Los  sistemas  de  logaritmos  que  se  obtienen  invirtiendo  la  expresión  (1),  son  distintos 
de  los  que  resuitan  ai  invertir  la  relación  (2),  y,  los  que,  en  este  último  caso,  corresponden 
á  los  diversos  valores  dei  entero  k  son  diferentes  unos  de  otros,  participando  todos  ellos  de 
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la  propiedad  fundamental  según  la  que  el  logaritmo  de  un  produeto  de  factores  es  igual  á 
la  suma  de  los  logaritmos  de  estos  ftictores. 

Los  sistemas  más  vantajosos  son  los  obtenidos  partiendo  de  la  igualdad  (1),  porque  com- 
prenden  á  los  logaritmos  aritméticos.  En  los  sistemas  que  se  obtienen  mediante  la  ecuación  (2), 
los  logaritmos  son  reales  cuando  se  verifica 

(lo  +  2m~)  log  a  =  2k- .  log  pi, 

y  no  todos  los  números  positivos  pueden  tener,  en  tales  sistemas,  logaritmo  real. 

Haciendo  lo  =  O,  se  vê  que  la  condición  para  que  un  número  positivo  pi  teuga  logaritmo 
real,  en  estos  mismos  sistemas,  es  que  quede  satisfecha  la  relación 


pi  =  a.e'  , 

siendo  m  un  número  entero  arbitrário. 

De  cuanto  precede  resulta  también  que  los  logaritmos  tomados  en  la  base  1  son  imaginá- 
rios, cuando  el  módulo  dei  número  correspondiente  es  distinto  de  la  unidad. 


V 

SDR  Lâ  FONCTION  p{u) 

Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Hermite 
(BuUetin  des  Sciences  Mathéinatiques,  2.''  série,  t  XVI.  Paris,  1892) 

Vous  savez,  Monsieur,  que,  pour  établir  la  tlióorie  des  fonctions  elliptiques,  oii  peiít  definir 
premièrement  Ia  fonction  p  (m)  pour  certaines  valeurs  partieulières  des  périodes  au  moyen  de 
rinversiou  de  Tintégrale  elliptique  de  première  espèce  à  invariants  réels,  démontrer  ensuite 
la  formule 


(1) 


ou 


p  (u)  =  -^-  +  S    -; 5- 5 


w  =  2n(,)  +  2moy',  "  (  =  O,  +  1 ,  +  2,   .  .  . 

m  \  ' 

[2u)  et  2(ij'  représentant  les  périodes  ie  p{u)]  et  enfin  généraliser  les  fonctions  elliptiques,  en 
prenant  ce  développement  pmir  définition  de  ^  (it),  dans  le  cas  ou  les  périodes  2oj  et  2(i)'  re- 

présentent  deux  quantitós  complexes  quelconques  dont  le  rapport  — -  ne  soit  pas  réel. 

Si  Ton  suit  cette  voie  pour  établir  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  il  faut  tirer  du  dé- 
veloppement (1)  les  propriétés  de  la  fonction  p{u).  On  en  tire  imniédiatement  que  p{ii)  est 
une  fonction  niúromorphe  paire  dont  les  pôles  sont  les  points  2)í(i)  +  2mcu',  et  que  Ton  a 


lim     p(„)-—\=0; 
u=u  L  n  A 
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et  ensuite  oii  voit,  au  moyeii  du  tliéorème  de  Laurent,  que,  dans  les  environs  du  point  í<  =  0, 
on  a  pour  ^J  (ít)  un  développement  de  la  forme  suivante: 


p  (u)  =  — y  +  a-2  u"^  +  Ui  u'*  - 
u- 


Vous  savez  que  Toa  démontre  aussi  d'une  manière  bien  facile  que  la  fonction  défiiiie  par 
(1)  est  doublemeiít  périodique  et  que  ses  périodes  sont  2(o  et  2w'. 
II  ne  reste  qu'à  démontrer  Tégalité 

P"^  («)  =  4^=*  (?t)  -  g-2  p  (m)  —  gz 

et  le  tliéorème  d'addition.  Cest  une  démonstration  bien  simple  de  chacun  de  ces  deux  théo- 
rèmes  que  je  me  propose  de  vous  présenter. 

I.    Pour  faire  voir  que  la  foiK-tion  2>{'^^}   détinie  par  (V)^   satisfait  à  une  équation  de  la 
forme 

P'^-  (w)  =  ^P^  (w)  -  (J'i  P  («)  -  6'3 , 
je  remarque  premièremeut  que  les  fonctions  doublement  périodiques 

p"^{u),         4:P^u)-g-2p(u), 

lesqueiles  ont  seulement  le  pôle  m  =  0  dans  le  parallólogramme  des  périodes,  donnent,  dans 
les  environs  de  ee  point, 


r       2 
2)'-  (m)  = j-  -f  2 a-2  zt  -f-  -Icií  «3  -i- .  . . 

4^j3  (m)  —  g.2  p  (u)  =  4    — 2"  +  a-)  u-  +  04  zt^  + .  .  . 


ir         iv 


1604+..., 


-rji 


1 


5^+02  U-  -\-  04  U^  -7-  . 


4    .    12a.2  — 


g'í 


f  12r/4+.. 


Dono,  si  Fon  pose 


1 2  a-T  —  g-2  —  —  8  fí-2 
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ce  pôle  disparait  dans  la  diflférencô 

et  cette  différence  est  holomorphe  et  doublement  périodique,  et  par  conséquent  constante. 
Nous  avons  donc 

p'^  (u)  =  4p3  (m)  —  gip  (h)  —  (73, 

en  repi'ésentant  cette  différence  par  — gz. 

Pour  determinar  g3  je  substitue  dans  cette  égalité  p  (w)  et  p'  (u)  par  leurs  développements 
ordonnés  suivant  les  puissances  de  u  et  je  pose  ensuite  m  =  0.  Je  trouve  de  cette  manière 

^3  =  28ai. 

Donc  p  [u]  satisfait  à  une  équation  de  la  forme 

p'-  (u)  =  4_p3  (u)  —  gip  (m)  —  g3, 
ou 

gi  =  20aii         173  =  2804. 

II.  Pour  faire  voir  que  le  théorème  d'addition 

subsiste  aussi  dans  le  cas  general,  je  vais  considérer  les  deux  fonctions 

Fi  (m)  =p  (ií  +  V)  [p  («)  -p  («)]% 

F2  («)  =  ^[p'  (u)  -p'  (y)]^  -  [p  («)  +p  (v)]  [p  (w)  -p  {v)f, 

qui,  en  supposant  v  constante  et  u  variable,  sont  des  fonctions  périodiques  de  w,  qui  admettent 
les  mêmes  périodes  2tt)  et  2(o'. 

La  fonetion  Fi  (w)  admet  le  pôle  m  =  0;  et,  en  subatituant  p  («)  et  p(u  +  v)  par  les  déve- 
loppements 

1 


jp(w)  =  ^  +  a2  «-  +  «4  «*-f  •  •  •, 
1 


m2 


p  (i<  4-  V)  =p  (V)  -L  up'  (f)  -f-  y  U^p"  (V)  +  .  .., 
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ou 


66 


p"  (t-)  =  ^p"-  W  -\-gi  =  Qp-  Ú-)  -  io«í, 


nous  avons,  dans  les  envirous  de  ce  pôle, 

P  í,A      pi"")   •  P^  <  pH'v)-õai       O 

Pour  la  fonction  Fi  (u)  on  obtient  de  la  mêine  manière 


Fa  («)  = 


p(v)   ,  y(«)  ,  p-iv)-òai       O    , 


Done  le  pGle  u  =  O  disparaít  dans  la  diflférenee 

Fi(m)-F.(u), 
et  nous  avons  donc 

Fi(u)  — F2(m)  =  c. 

Pour  déterminer  c,  je  pose  ;<  =  f  et  je  trouve 

Fi(i;)  =  0,         F2(f)  =  0, 

et,  par  conséquent,  c  =  0. 
Done  nous  avons 

p  («  +  «)  O  00  -j;  («)]2  =  1  [^'  («)  -p'  {y)f  -  {p  (u)  ^p  („)j  \p  („)  -p  (v)[2, 

et  le  théorème  est  démontré. 


VI 

4 

REMARQUES  SDR  UN  TRAYAIL  PDBLIÉ  PAR  N.  BODGAIEY 

Extrait  d'une  lettre  adressée  au  prof.  A.  Vassilief 
(Bulletin  de  la  Société  Physico-Mathématique  de  Easan,  2fi  série,  t.  Xm.  Kasan,  1903) 


Permettez  que  je  vous  presente  quelques  remarques  sur  un  travail  publié  par  N.  Bou- 
gaiev  dans  le  Bulletin  de  la  Société  Mathématigiie  de  Moscou  (t.  XXII,  p.  219),  qui  a  des  rap- 
ports  avec  quelqu'uns  de  mes  travaux.  Je  ne  connais  pas  malheureusement  Ia  langue  russe, 
mais  il  m'a  été  possible  reconnaitre,  au  moyen  des  formules,  que  réminent  géomètre  y  donne 
une  démonstration  de  la  formule  de  Lagrange  pour  le  développement  des  racines  des  équa- 
tions,  qu'il  écrit  de  la  manière  suivante: 


l'équation  proposée  étant 


,  n  !  da" 


2  =  a  +  F(z,ír), 

et  qu'il  fait  remarquer  qu'on  peut  déduire  de  cette  formule  celle  que  j 'ai  donnée  dans  un  ar- 
ticle  publié  dans  le  Journal  de  mathématiques  píeres  et  appliquées  (Paris,  3.^  série,  t.  vii),  en 
y  posant 

F  (z,  03)  =  £c '^1  (z)  +  a;- -f 2  (2)  + . . .  +  íc*  cpt  (z). 

Or,  j'avais  déjà  indique,  dans  un  article  publié  dans  le  même  journal  (4.'  série,  t.  v),  que 
N.  Bougaíev  ne  oonnaissait  pas,  parcequ'il  fait  seulement  mention  de  celui-Ià,  cette  manière 
d'obtenir  la  série  rapportée,  et  j'y  avais  même  étudié  les  conditions  pour  sa  convergence. 
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Comme  dans  le  travail  de  N.  Bougaiev  ne  se  trouve  pas  Tanalyse  au  moyen  de  laquelle 
011  passe  de  Ia  série  de  Lagrange  pour  celle  que  j'ai  considéi'ée  dans  les  travaux  rapportés, 
permettez  que  je  vous  Ia  presente,  en  me  plaçant  toutefois  dans  un  point  de  vue  plus  géné- 
rale  que  dans  mes  articles  antérieurs,  parceque  je  vais  supposer  que  Ia  fonction  /  dépend 
de  X. 

Supposons  que  f{x,  z)  et  Ffas,  z)  soient  deux  fonctions  de  z,  holomorphes  dans  une  aire  A, 
quand  x  represente  l'affixe  d'un  point  quelconque  d'une  aire  B,  que  a  soit  Taffixe  d'un  point 
de  Fintérieur  de  A  et  que  Torigine  des  coordonnées  soit  à  Tintérieur  de  Taire  B. 

Oa  trouv^e,  au  moyen  de  Ia  démonstration  classiqiie  de  Ia  formule  de  Lagrange,  Tógalité 


/(«. .)  =/,.. .) + s  ^  ^-'i/;(^,;)F(»,»)]-i  ^  R,., 


n  =  l 


OU 


Rd)  '■ 


L  r  [^  ^'  ^)]'"^'  /("''  ^'  [1  -  ^^  ^""^  ^)] 


{z-a) 


(0+2 


F(a;,z) 


a  J 


dz, 


K  représentant  le  contour  de  Taire  A.  Supposons  maintenant  que  M  soit  Ia  plus  grande  va- 
leur  que  prend 

¥{x,z) 


z  —  a 


pour  toutes  les  valeurs  de  z  représentées  par  les  points  du  contour  de  A  et  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  représentées  par  les  points  de  Faire  B,  et  que  Mi  soit  la  plus  grande  valeur  de 


2  —  a 


1  -  Fl  (íc,  z)  I 


pour  les  mêmes  valeurs  de  z  et  x. 
On  a  alors 


Ro,  1  < 


g    M"'+'Mi 
2t.     1-M    ' 


oíi  a  represente  Ia  longueur  de  K;  et,   au  moyen  de  cette  inégalité,  on  voit  que  |  Rm  |  tend 
vers  zero,  quand  oi  tend  vers  Tinfini,  Iorsqu'on  a  M<1.  Dans  ce  cas  on  peut  donc  écrire 


/(.,.)=/(«,<.)+ s  '  <'-i/;k«)[f(...)]-i. 


da" 
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et,  comme  le  second  membre  de  Tinégalité  antérieure  ne  contient  pas  a;,  on  voit  encore  que 
la  série  qu'on  vient  dobtenir  est  uniformement  convergente  dans  Taire  B. 
Cela  pose,  soit 

F  (x,  z)  =  x  'fi  (z)  +  X*-  cp.2  (z)  -f .  . .  -i-  a/-  'f A-  (z), 

et  supposons  que  o  represente  le  rayon  d'un  cercle  ayant  le  centre  dans  rorigine  des  coor- 
données  et  placé  à  Tintérieur  de  laire  B  et  que  la  fonction  /j  {x,  a)  soit  holomorphe  dans 
Taire  de  ce  cercle. 

En  employant  un  théorème  bien  connu,  donné  par  Weierstrass  dans  les  Monatshench^.e 
de  TAcadéuiie  des  Sciences  de  Berlin,  pour  1880,  on  voit  qu"on  peut  déduire  du  dévelop- 
pement  precedente  de  f{x,z)  un  autre,  ordonné  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  X,  conveigent  dans  le  cercle  de  rayon  p  préeédemment  indique. 

Pour  obtenir  ce  développement,  remarquons  d'abord  qii'on  a 

[F  (x,  a)]»  =  [x  cpi  (a)  +  x-  oi  (a)  -f . . .  +  cc*  tp*  (a)]" 


_  2  n  !  [?)  (a)]°  [--pa  («)]^ •  ■ .  [?t  (g)]^  ^c+23+.  ■  .^A-Ã 


a  !  ,3  !  7  !  . .  .  X  ! 


oíi  Ia  somme  H  se  rapporte  à  toutes  les  racines  entières,  positives  et  nuUes,  de  1  équation 


et 

1  c  ,     1 


/á  (íc,  a)  =/á  (o,  a)  +  íí|  a;  4-  ^  í<2  £C-  +  -^  «3 


p3    I 


oii  !(i,  í<2,  M3,  .  ..  représentent  les  valeurs  que  prennent  les  dérivées  successives  de/a(a?,  a\ 
par  rapport  à  03,  quand  a;  =  0;  et  ensuite  que  le  coefficient  de  x"'  dans  le  produit  des  deux 
développements  qu'on  vient  d'obtenir  est  égal  à 


^,  n!«.  [cp.(a)J-'[>^,(a)]^...[o,(a)f 


z'!  a !  P  ! . . .  X ! 

ou  Ia  somme  íl'  se  rapporte  aux  racines  entières,  positives  et  nulles,  de  Téquation 

í  +  a-F  2|5  +  3t  +  --  •  +  ^-X  =  7H. 

On  en  conclut  que  le  coefficient  de  aj"'  dans  le  terme  general  du  développement  préeé- 
demment écrit  est  égal  à 

^,        1         (?-M«,[?ir«)f  [?^(«)]^---[?t(«)f ! 


i !  a  !  ,S  !  .  .  .  "/J  •  da»-« 
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Donc  le  développement  de  f{x,  s)  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  x  est  donné  par  la  formule  suivante: 

..       ,       .,       ,,    V     „.>i^' L_  d-i\u,[<fi(a)f[<f2(a)f...\:rk(a)f\ 

f(x,z)=fix,a)+  2u  x-^  TumTTT!  • &n-i   ^^J-^, 

oíi  la  somme  S'  d  etend  aux  solutions  entières,  positives  et  nulles,  de  1'équation 

t  +  a  +  2p  +  3Y+...  +  H  =  ni, 
et  oíi 

n  =  a  +  P  +  Y+...  +  X. 

Cette  formule  contient  comme  cas  j)articulier  celle  que  j 'avais  donnée  dans  les  deux  tra- 
vaux  précédemment  rapportés.  Eu  eíFet,  si  la  fonction  /  ne  contient  pas  x,  elle  donne 

m  =  f(a)  +  S  x«^' ' ^?"-'!/W[?i  («)]"••■  [?w«)]M 

m  =  l  ' 

ou  Ia  somme  E'  se  rapporte  à  toutes  les  solutions  entières,  positives  et  nulles,  de  léquation 

a  +  2^  +  3-i  +  ...  +  kl  =  m, 
et  ou 

Ces  sont  les  remarques  que  je  me  proposais  de  vous  commuuiquer.  Comme  elles  ont  des 
rapports  avec  un  travail  d'un  de  plus  illustres  géomètres  de  votre  pays,  je  crois  qu'elles 
pourront  vous  intéresser. 


VII 

SUR  LE  DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  SATISFÂISANT 
A  DNE  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE 

(Annales  scientifiques  de  TÉcole  Normale  Supérieure  de  Paris,  3.«  série,  t.  n.  Paris,  1885) 

La  série 

(1)  aQ-\-aix-\-a^x^  +  .  .  .-{-anX^-r.  .  ., 

oh  ao,  ai,  a-2,  ■  . .  représentent  des  fractions  réãuites  à  leur  phis  simple  expression,  ne  peut 
pas  être  le  développement  d'une  fonction  définie  par  une  équation  algébrique  relatívement  à 
X,  y  et  y ,  à  coefficients  entiers, 

(2)  F{x,y,y')  =  0, 

dF  .  .  ,        .   ,  . 

telle  que  -^-j  soit  ãifférente  de  zero,  qiiand  £c  =  0,  s'il  existe  une  valeur  de  n  détermínée  à  partir 

de  laquelle  les  dénominateurs  de  a„^i,  a„^^,  .  .  .  contiennent  des  facteurs  premiers  supêrieurs 
respedh-ement  àn-\-\,n^2,  n-\-Z,  ... 

On  peut  tirer  ee  théorème  de  la  formule  suivante,  qui  resulte  de  Texpression  analytique 
de  la  dérivée  d'ordre  n  des  fonctions  composées,  et  qui  donne  Ia  dérivée  d'ordre  n  de  la  fon- 
ction y  {Journal  de  Batlaglini,  t.  xviii)  (*): 

.3       ^  (y'>'  (ff  (f'y  ■  ■  •  (y-^y-  < yT'  (ff •  •  •  (i/"-")'"'  (y'"')""'       ^'"^      _  o 

'^alpI.-.XIa'!?'!..  A'!(2!)?-r?'(3!/^^'...(«-l!y'+^'a''!   dx^dy^dy' 


(')  Voyer  cct  ouvrage,  t.  i,  pag.  209. 
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Dans  cette  équation  la  somme  S  se  rapporte  à  toutes  les  soIutions  entières  positives  de 
Téquation 

(4)  a+2,B  +  3T+...  +  («-l)X  +  a'  +  2p'  +  3Y'  +  ...+  («-l)X'  +  a"  =  n-l, 

et  Ton  a  pose 


(5) 


b^a  +  [i  +  ..  .  +  \,     c  =  a'  +  ^'-\-...  +  l',     a  =  oí 


,11 


Nous  avons  donc 


V 

d'«F 


^  a!p!...X!a'!,3'!...A.'!a"!  áx^dy^dy' 

ou,  en  séparant  le  terme  qiii  contient  ?/'"', 

^  a!p!...X!cí'!15'!...X'!a"!  dx''dy'' dtj'"^'^  dy'    n\  ~ 

Si  Fon  pose  maintenant  a;  =  O  dans  cette  formule,  on  obtient  une  autre  formule  qui  donne, 

y"  ?/*"• 

de  proche  en  proche,  les  valeurs  de  y^ ,  -^y,  .  .  . ,  ^^,  qui  doivent  coincider  avec  les  coeffi- 

cients  ao,  ai,  a-2,  .  .  .,  a„  de  la  série  proposée. 

On  voit  par  cette  formule  que  le  dénominateur  de  ^^  ne  peut  coutenir  que  les  facteurs 
premiers  suivants: 

1.°  Céus  qui  résultent  du  dénominateur 

a  !  ,3  ! . .  .  X  !  a' !  ,3'  I . . .  X' !  a"  ! ; 

2."  Ceux  qui  résultent  du  dénominateur  de 

d"'F 


,dx"  dy'>dy'''  /  jc^o^ 
3."  Ceux  qui  résultent  du  numérateur  de 
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.     v"  '/""" 

4."  Ceux  qui  résultent  des  dénomiuateurs  de  y„,  ~-,  . . .,  ,  ; 

õ."  Ceiíx  qui  résultent  de  n. 

Nous  allons  voir  que  les  facteurs  premiers  correspondant  aux  trois  premiers  cas  n'augmen- 

tent  pas  indéfiniment  avec  n. 

I.  Comine  Ia  fonction  F{x,i/,y')  est  entière  par  rapport  k  x,  y  et  y\  les  dérivées  de  cette 
fonction  d'ordre  supérieur  à  son  degré  sont  nulles,  et  par  conséquent  in  ne  peut  pas  augmen- 
ter  indéfiniment.  Donc  les  quantités  a,  jil,  y,  •  •  • ,  >^i  «'i  í^i  •  •  •  >  '*^ i  «",  dont  Ia  somme  est  égale 
à  TO,  ne  peuvent  augmenter  indéfiniment,  ni  par  conséquent  leurs  tacteurs  premiers. 

II.  La  dérivée 


qui  est  fonction  entière  de  y^  et  y^  et,  par  conséquent,  de  a^  et  «,,  ne  peut  contenir  évidem- 
ment  en  dénominateur  que  les  facteurs  premiers  qui  entrent  dans  les  dénominateurs  de 
a^  et  a,. 

III.   La  dérivée  (-5-7)        ,  qui  est  une  fouctiun  entière  à  coefficients  entiers  de  a^  et  «,, 

est  une  fraction  déterminée,  et  ne  peut  donc  contenir  en  numérateur  des  facteurs  premiers 
qui  augmentent  indéfiniment. 

On  voit  donc  que  les  facteurs  premiers  du  dénominateur  de  ■^,  ou  «^,  ne  peuvent  au- 
gmenter indéfiniment  que  par  suite  de  la  présence  du  facteur  n  dii  cinquièrae  cas,  et  nous 
avons  donc  le  théorèrae  énoncé. 
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DEUXIÉME  NOTE  SDR  LE  DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS 
SÂTISFAISANT  A  UNE  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE 

(Annales  scientiflques  de  TÉcole  Normale  Supérieure  de  Paris,  3."  série,  t.  III.  Paris,  1886) 

La  séria 

(1)  «o  +  ai  £C  +  a-2  £C^  -f . .  .  +  a„  a;"  + .  .  . , 

oú  «o,  aj,  a-2,  .  .  .  représentent  dcs  fractions  réduites  à  leur  plus  simple  expression,  ne  peut 
pas  vtre  le  dévelojJj^ement  d'une  fonction  déjinie  par  une  équation  algébrique  relativement  à 
X,  y-,  y' ,   ■  ■  ■  1  y''',  à  coefficicnts  entiers, 

(2)  Fix,y,7/,...,yW)  =  0, 

dF       .      .  ,. 
telle  que    .       soit  dijfèrente  de  zero,  quand  a;  =  0,  siles  dénominateurs  de  «n-fij  a„+2,  •  •  •  con- 

tiennent  índéfiniment  des  facfeurs  premiers  supérieurs  respectívement  à  n  -\-  1,  n-\-2,  ... 

On  peut  démontrer  ce  théorème  au  moyen  d'nne  analyse  semblable  à  celle  qui  fut  em- 
ployée  pour  démontrer  le  cas  particulier  considere  dans  la  Note  antérieure,  on  encore  au 
moyen  de  Tanalyse  sui vante. 

On  peut  éerire  I'équation  (2)  sous  la  forme 

(3)  SAa;''/(y/...(y'')'  =  0, 

et  alors,  si  on  la  derive  n  fois  au  moyen  de  la  formule  de  Leibnitz,  on  trouve  le  résultat 
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symbolique 

SA^a-+y(y)^..(yo)AJ'■|  =  0, 

qui,  en  posant  x  =  0,  donne 

2  A  n  («  -  1) .  .  .  (n  -  a  +  1)  [y^  {yj .  .  .  {rM}^^^)  =  0. 
En  appliquant  maintenant  la  formule  de  Leibnitz  au  piocluit 

on  trouve  le  résultat  symbolique 

SA«(n-l)...(«-«+l)(y„  +  y„  +  ...-f?/;+2/;+---  +  Í'i''  +  3^:"  +  ---)"'-'  =  0, 

ou  entrent  b  termes  égaux  à  ?/„,  c  termes  égaux  à  yó  >  «^tc. 
Donc 

2A«(«-1)... («-«4-1)8^ —   ^,r.:\{il...-Knl.  =  0' 

oíi  la  somme  S  se  rapporte  à  toutes  les  sohitions  entières  et  positives  de  léquation 

et  oíi  le  nombre  des  quantitós  a,  a',  ...    est  6,  le  nombre  des  quantités  jiS,  ,S',    . .  .   est  c, 
etc. 

En  séparant  maintenant  les  termes  de  cette  équation  qui  eontiennent  la  dérivée  d'ordre 
plus  élevée  yí,""^'',  on  trouve  nn  résultat  de  Ia  forme  suivante: 

^  A  o  (I) 


(i) 


«!     a'!  ■••(H-1)!  (n-l)!"\>^  +  i)!  ("^'  +  í)!' 
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ou 


(0  =  (p  +  l)(p'  +  l).  .  .(K+  1)0J  +  Í).  .  .{\  +  2)(k'  +  2)...(K+i)0J  +  i).  .  . 

De  cette  formule  on  tire  le  théorème  énoncé.  En  effet,  elle  fait  voir  que  ,    "    .  . ,  ou  a„^j, 

ne  peut  contenir  en  dénominateur  que  les  facteurs  premiers  qui  entrent  dans  les  dénomina- 

teurs  des  fractions  antérieures  , — ^. -— ;,  ; — =r^ — ^r—.,  .  .  . ;  ceux  qui  entrent  dans  le  nu- 

(n  +  i— 1)!'  (M  +  í  — 2)!'         '  ^ 

raérateur  de 


SAA^yi...(^í/')*-S 


ou 


[ 


dF{x,y,...,yii') 


et  ceux  qui  entrent  en  {ii  -}-  1).  .  .{n  -\-  i). 


x=0 


IX 

SUR  UN  THÉORÉME  DE  M.  HERMITE  RELATIF  A  L'INTERPOLATION 


(Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  gegrundet  von  Crelle, 

Band  C.  Berlin,  1887) 


Le  résultat  important  relatif  à  Finterpolation  auquel  M.  Hermite  est  arrivé  (')  dans  le  cas 
d'iine  fonction  uniforme  et  continue  dans  une  aire  limitée  par  une  cour'be,  peut  être  étenda 
au  cas  d'une  fonction  uniforme  à  discontinuités  polaires  et  qui  est  continue  dans  une  aire 
annulaire.  Cest  ce  que  nous  alions  faire  voir  dans  cette  Note. 

Soit  f{x)  une  fonction  uniforme,  à  discontinuités  polaires,  continue  dans  Taire  annulaire 
limitée  par  deux  courbes  A  et  a ;  et  soient  ai  et  aj  les  affixes  de  deux  points  de  Taire  limitée 
par  A,  et  òi  et  h^  les  affixes  de  deux  points  de  Taire  limitée  par  a. 

En  multipliant  par  ^— -^  les  deux  membres  de  Tidentité: 

(z  —  Oiy 

1      _       1         ^    jx-ai)    ^  ^^^jx-aif-'    ^         (x-a,r 
z  —  x      {z  —  ai)      {z  —  a\)-,,  {z  —  a(f        {z  —  x){z  —  aCf 

on  trouve  Fidentité: 


{x-aí)^       _        {x-aj)^  (x-aC){x-at)^   ,  {x-aCf-^ {x-Wjf 

(z  — £e)(z  — aa)?       (z— ai)  (s  — a^)?       (z  — rti)2(z  — oí)?  '  "  "        {z  —  aif{z  —  aif 

,         {x-aCf{x-ai)^ 

'  (z  —  x){z  —  aCf{z—ai)y 


(')  Journal  fiir  die  reine  und  angwandte  Mathema!ih,  1878,  t.  lxxxiv. 
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Si  ensuite  on  dècompose  en  fractions  simples  les  deux  raembres  de  cette  identité,  on  arrive 
à  un  résultat  de  ia  forme  suivante: 

2  — =«  {z  —  aiy  "^  (z  — a2)P'  '  (2  — £c)(2-aif  (2  — a2)f ' 

oíi  l'on  ap=l,  2,  3,  ...,«,  ety=l,  2,  3,  •  ..,  ,S;  ou  M  et  N  sont  des  quantités  constantes; 
et  ou  la  pliis  grande  valeur  de  wi  et  de  j?í'  est  ci—  1,  et  celle  de  n  et  de  n'  est  ,3. 

En  raultipiiant  ^arf{z)dz  et  en  intégrant  le  iong  du  eontour  A,  on  obtient  le  résultat: 


■!—^~  =  EM  {x  —  ai)"'  (a;  —  a--,Y    | 
^    ^-^  Ja 

/(^)^g     I     f /(2)(a;-ai)''(        

f(2-a2)^ 


J  A  (2  -  aí)V'       J  A   (2  -  £c)  (2  -  c^f  ( 


Considérons  maintenant  l'identitó 


(z-bi)''(z-òiy 

{X- 


[z-biYJz-hy        -1 
■2)(x-ti/(x-6.)'J' 

dont  le  premier  membre  est  susceptible  de  la  décomposition  suivante: 


(a;  — 62)' (2  —  »)       z  —  xx  —  b-2{x~b'2f'^"  {x—b-^Y 

Nous  avons  donc  un  résultat  de  la  forme  suivante: 


J__vK2".i  (g-6,)H^-^2)' 


)' 
2  — a;  ■  (z  — a;)(a;— 6i)''(x  — 62)" 

et  par  conséquent 


m--f/^---£ 


f{z){z-hf{z-b.^'dz 
{z  —  x){x  —  biy~{x  —  b.2)" 


ou  K  represente  une  fonction  entière  de  j-  et  j-,   et  (o  represente  les   nombres 

0,1,2,  ...,k^l-l.  *     "^  *~*^ 

En  appliquant  aux  intégrales  precedentes  la  formule  connue: 


^^-^Mm-f: 


'f{z)_dz\ 
z  —  X  ) 
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on  obtient  la  formule  suivante: 


/«=n(.,+e(.)+^r  crnspr,^^.  r/í£Hi.^.Zfczi£i^i, 

oii  II  (a?)  represente  une  fonction  de  x  du  degré  a  +  íil  — 1,  et  6(x)  represente  une  fonction 


entière  de  ;—  et 


X  —  bi  X  —  ba 

Cela  poso,  soit  /(z)  une  fonction  qui  n'admette  que  des  discontinuités  polaires  dans  Taire 
limitée  par  la  courbe  A. 

On  peut  déterminer  k  et  l  de  manière  que  la  fonction 

f(z){z-bifiz-b.y 

soit  holomorphe  dans  Taire  limitée  par  a,  et  on  ait  par  conséquent 


X 


fiz)(z-hf(z-b,)'dz  ^  ^_ 

^j  (z  —  x){x  —  b{f  [x  —  b-.y 


Donc 

/(x)  =  II(x)  +  e(a.)  +  J-    Ç f^)(x-a^{x-a^^ 

2i-J^(z-x){z-aif-(z-atf 

De  la  même  manière  on  trouve  la  formule: 

^  2i-J,{z-x){z-a,r{z-a,)P{z-a,)\..' 

qui  contient  comme  cas  particulier  ia  formule  de  M.  Hermite. 

Voiei  les  conséquences  de  eette  formule. 

La  fonction  (x  —  ai)'^  {x  —  a-iy  ...  s'íinnule  ainsi  que  ses  dórivées  jusqu'à  Tordre  a — 1, 
pour  x  =  ai.  De  la  même  manière  eette  fonction  s'annule  ainsi  que  ses  dérivées  jusqu'cà  Fordrs 
ji  — 1,  pour  a:  =  fl2,  etc,  Nous  avons  donc 

/(a,)  =  II(«0  +  e(a,),  /■(aO  =  ir(aO+e'(aO,  . . .  /(«""(«O  =  n'^-"(««)  +  e'«-')  (a,), 
/(aâ)  =  II  (aa)  +  6  (aa),  /'  (aa)  =  IF  («2)  +  9'  (a.),   .  .  .  /'?-"  (a.)  =  II<?-*'  (a,)  +  9'?-"  («í), 


Par  conséquent  la  fonction  II(a-'),  dont  le  degré  est  a  +  ?  +  T  +  .  •  • —  1,  reniplit  les  conditions 
precedentes,  qui  sont  au  nombre  de  a  +  ,S  +  Y~t-*  •  •>  et  elle  est  par  suite  entièrement  déter- 
minée. 
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D'un  autre  côté,  on  peut  mettre  9 («)  sous  la  forme: 

+  etc. ; 

et,  en  posant  F  {x)=f(x)(x  —  biy,  la  fonction  F  (oc)  n'admet  pas  le  pôle  bi,  et  la  formule  (2) 
dorme : 

F  (x)  =  (x -  bif-  II  (x)  +  Ai(x-  Ji/-'  +  A^(x-  Ji)'-2  + .  . .  +  At._,  {x-bi)  +  Ai 


+  (x-biy 


Bi       ,        Ba 


X  —  b-2       (x  —  Ja)" 
De  cette  formule  on  tire 


(x  —  b,f    /^/(z)(a;  — ai)^^_(«— a2)^j^ 
{z-x)(z-a,f{z  —  n.2f.f.' 


'-b,f  r 


1  FC^-^ífítt 

A,  =  F(60,     A,_,  =  F'(ÒO,     A,_2  =  ^F"(50,     •••,    Ai  =  y-^— ^_^. 

De  la  même  manière  on  trouve  les  autres  constantes  Bj,  Bí,  etc,  qui  entrent  en  9 (a;). 

Donc  on  determine  les  constantes  qui  entrent  en  9  (a;)  au  moyen  des  valeurs  des  fonctions 

f{x){x-b,)\    f{x)(x-b,)',      ... 

et  de  leurs  dérivées,  correspondantes  aux  valeurs  ti,  b-2,  etc.  de  x. 

En  conelusioD,  les  fonctions  11  (x)  et  9  (ic),  qui  entrent  dans  la  formule  (2),  sont  complè- 
tement  déterminées  quand  on  donne  les  valeurs  des  fonctions 

f(x),    f{x){x~bif,    f{x){x-b2)\     etc. 

et  de  leurs  dérivées,  correspondantes  aux  valeurs  oi,  02,  «3,  etc,  òi,  /;_>,  èj,  etc.  de  x. 
Maintenant,  si  Ton  pose  les  conditions: 

\x  —  ai|<|z  — ai|,     \x  —  a'2\<\z — 02],     etc, 

la  formule  (2)  fait  voir  que  la  fonction  II  (a;) +  9  (a;)  represente  la  fonction /(a;)  avec  d'autant 
plus  d'approximation  que  le  nombre  des  quantités  ai,  a-2,  03,  etc.  est  plus  grand,  ni  encore 
que  les  exposants  a,  ,3,  7,  etc.  sont  plus  grands. 


X 

SDR  LA  RÉDDCTION  DES  INTÉGRALES  HYPERELLIPTIQDES 

Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Lerch. 
(Bulletin  de  la  Société  Royale  des  Sciences  de  Bohême.  Prague,  1888) 

Soit  X  un  polynôme  entier  de  degré  irapair  n  et  f{x,  v  X)  une  fonction  rationnelle  de  x 
et  de  V^X.  Vous  savez,  Monsieur,  qu'on  peut  toujours  mettre  cette  fonction  sous  la  forme 

G       ^ 


l/X' 

TT 

G  et  H  représentant  des  fonetions  rationnelles  de  x,  et  qu'on  peut  décomposer  —i=  en  ter- 

x'"                                                         1  . 

mes  de  la  forme  —7=  et  en  termes  de  la  forme  7=.  Dont-,  pour  intégrer  la  fonction 

v/x  (a;-a)"'v/X 

/(íc,  l/X),  on  est  conduit  à  considérer  des  intégrales  de  la  forme 

x'"  dx 


Jx"'  dx 


IX 
et  des  intégrales  de  la  forme 


Notre  objet  est  de  donner  une  manière  de  ramener  ces  intégrales  aux  intégrales  hyper- 
elliptiques  normales  de  prejnVc.re,  seconde  et  troisu  me  espece. 
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Considérons  d'abord  l'intégra!e 


r dx 

J    (a;-a)"~l/X' 


et  soit 

X  =  (x  —  a)ix  —  ^)...{x  —  l.). 
Nous  avons 


(1) 


r      dx 1 1 r       x'dx 

j    (£c-a)»'v/X~      (?H  — 1)  (a; -«)"'- VX       2(m-l)J    (a;  -  a)"»-»  X /x" 


Si  a  est  diíférent  de  a,  ^,   .  .  .,  k,  nous  avons 


*  +  -J^  +. 


2(?)i— l)(a;— a)"'-'X       a;  — a        x—^     i---i   jp_j^ 

,     M,      ,       Mi  ,       M„_i 


x  —  a    '   {x  —  a)-       '  '  '      (x  —  a)'"-* ' 
ou  A,  B,   .  . .,  L,  M|,  etc.  représentent  des  constantes;  et  par  conséquent, 

Jdx  _  1 

(x  —  a)'"  \/X^      (^m—\){x-  a)»'-«  VX 

J    (a;-a)/X  J    (a; -.,3)  l/X      "^  J    (a;-X)V^ 

J    (a;-a)v/X  J    (a;-.z)VX  J    (a; -a)"-' 


v/X' 


Au    moyen    de    cette    formule    et   des    formules    analogues    qu'on    obtient    en    y    posant 

m  =  2,  3,   ...,  m—l    on  raniène  Tétude  de  Tintéarrale     j ^=  à  celle  des  intégrales 

J    {x-a^y^X  ^ 

r_^ r      dx         r      dx  r      dx 

J    {x-a)\/x:   J    {x-a)Vx'   J    {x-^)^X'  '   J    {x'--K)7x\ 

Si  a  est  égal  à  une  des  racines  de  Téquation  X  =  O,  par  exemple  a  =  a,  on  a 

E =  _^,    Jl_+     ,^ 

2{m-l){x-a)'"{x-^)...{x-L}       x-^^~x--í    '^■■■^x-X 

,     Ml  Ma        ,  ,       M™ 


x—a       (x—a)-      '"'      (x— a)'"' 
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ou  B,  C,  . .  .,  L,  Mi,  Mi,  . . .,  M„,  représentent  des  coustantes.  On  obtient  Ia  constante  Mm, 
la  seule  qu"il  nous  faut  connaítre,  en  détenuiiiant  la  vraie  valeur  de  la  fracHon 

X'(x—a) 


2(m— 1)X 
quand  x=a;  on  a  alors 

X'{x—a)  1 


M„,  =  lim 


2(m  — I)X      2{m—iy 
Donc  la  formule  (1)  donne 

2  m  —  3     r  dx _  1 

2(7»  — 1)J    (x  — a)'"l/X~      (m  —  l)(x  —  ar-H^ 

J   (x-  ?)  ^^X  J     (a;  -  Y)  v/x      ■  ■  ■  J    (X-  M  VX 

_M.   f^— _M,   f -^-...-M„_.    f ^^-^. 

J   (x  — aU/X  J    (x-a)2l/X  J     (a;  — a)"-'v/X 

Au   moyen   de   cette   formule   et    des   formules   analogues   qu'on    obtient   en    y    posant 

/dx 
7=  à  celle  des 
(x  —  a)"'VX 

intégrales 

r     dx        r dx ç     dx 

quand  a  =  a. 

Déterminons  maintenant  les  intégrales 

r     dx         r    "  dx  C —— 

J    (x-a)V'X'   J    (a.— ?)4/x'    ■■■'   J    '(x-K)VX 


De  Tidentité 


^-  +  -J— f...  +  -J-  =  ^ 
a;  —  a    '   x — P  a;  —  "A.       X 


on  tire 


J    (x-a)V^     J    (x-?}V/X     '""^J    (a->.)VX  WX' 
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D'iin  autre  côtó,  de  la  formule 

c'-  dx  a^+'         ,         1         C  «'•+•  X'  dx 


et  de  la  formule 


X  íc — a       X — 15      ''      X  —  \ 

=  nx/-  -\-  ai  a^"'  +  «2  a;''~^  +  •  •  •  +  «í 

'     '        ■+...  +  - 


X  —  a       «  —  p      '"'      X  —  K 
on  tire 


(91.^9    „\  r^'^=^        rx'-*dx  r 


(ia; 

71 


\/X  J    (a,-«)v/X^'       J   (a;-P)i/X^       ^         J    ( 


(íB-X)v/X 
et,  en  posant  k  =  0,  l,  2,  . . . ,  n  —  2, 

J    (a;-«)t/X        '   j    (x-j3)V^X^        ^      J    (a;--/.)l/X 

f  dx        2x 

«2    f ^_+82    f ^-_+       +X'2  f ^_ 

J    (a:-a)v/X  J    (a;-P)l/X      ■"  j    (ar-X)l/X 

,^    r  xdx  r  dx       2x^ 

J    (x-a)v/X  J    (a,.-P)í/X^        ^  J    (o.— X)V/X 

Au  moyen  de  ces  équations  et  de  Téquation  (2)  on  ramène  Tétude  des  intégrales 

dx 


dx r      dx  r 

(a;-«)v/x'    J    (^3^7X'    ■■    '    J 


(x-X)^X 
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à  celle  des  intógrales 


/dx        r  xdx  ra^-^di 

7^' J  7x'  ••  '  J  ^x 


puisque  le  déterminant 


1     1      ...  1 

a        P         .  .  .   ■/. 

«2        [jâ         ...    )^2 

a»-'   p»-'    .  .  .    >.»-» 

dx 


est  différent  de  zero. 

La  formule  (3)  permettra  aussi  d'expriiner  Tintégrale 

/x"'  dx 
~VT 

quand  m^n  —  2,  au  moyen  des  intégrales 

/dx        r  xdx  Çxo-^d 

71'  J  7x'  ■••'  J  ~^^ 

Donc,  en  dernière  analyse,  les  intégrales  considérées 

/dx  Çx'"  di 

(^«r  t/x'  J  Tx 

peuvent  être  exprimóes  au  moyen  des  intégrales 

/dx     r  xdx  r 

7x'j7x'    ■•'J     t/x 


'das 


a^~^dx 


et  de  rintégrale 


p dx 

J    (ír-a)v/X 


XI 

SDR  LINTERPOLATION  AU  MOYEN  DES  FONCTIONS  CIRCULÂIRES 

(líouvelles  Annales  de  Matématiques,  3."=  série,  t.  IV.  Paris,  1885) 


Le  problème  de  la  détermination  d'iine  fonction  de  x  qui  reçoive  les  valeurs 
^•)  í/^)  y^i  •  •  -1  y>n  qiiíind  on  donne  à  la  variable  x  les  valeurs  ai,  u-2,  «3,  .  .  .,  a„,  est  inde- 
termine. On  y  peut  satisfaire  au  moyen  d'une  fonction  entière  homogène  de  sina;  et  cosa;, 
et  nous  avons  alors  la  formule  (Hermite,  Coiirs  d'Analyse  de  VEcole  Puli/technique  de  Paris, 
p.  331) 

.,  .  ^      sin(a;  — aj)  sin  (a;  — a3)...sinfa;  — aj 

j  (sm  X,  cos  a;)  =  — -^ -. ?/i 

sm(ai  —  ai)sm(ai  —  a3j...sm(ai  —  k,,)"' 

,   sinfa;  —  ai)sinfa;  — a3)...sin(a;  — a„) 
-| — ; :  a* 

sm  (as  —  «1 )  sin  (ai  —  aa) .  . .  sm  (a-2  —  a„) 

+ 

I   sin(a;  — aj)sin('a;  — «2)...  sin  (a;  — a„_i) 
sin(a„  — ai)  sin  (a„  —  aj).  .  .sin  (a„  —  a„_i) 

Inversement,  /(sinx,  cosa;)  étant  une  fonction  entière,  homogène,  du  degré  n  —  1 ,  nous  avons 
une  formule  de  décomposition  d'une  fraction  en  des  fraetions  simples,  à  savoir: 

y (sin  X,  cos  a;)  /(sin  ai,  cos  ai)  1 


sJn  (a;  —  ai)  sin  {x  —  aj) ...  sin  (x  —  a„)      sin  (ai  —  aa)  sin  (ai  —  03 , .  .  .  sin  (ai  —  a„)      sin  (a;  —  ai) 

y  (sin  as,  cos  a-2 1  1 

sin  (aa  —  ai)  sin  (a-2  —  03) .  .  .sin  (a-»  —  «„)      sin  [x  —  aj) 

+ 

/(sin  a„,  cos  a„)  1 


sin  (a„  — ai)  sin  (a„  —  a-2).  .  .sin  («„  — a„_i)  sin(a;  — «„)* 
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Nous  allons  considérer,  flcans  cette  Note,  le  cas  oíi  quelques-unes  des  quantités  ai,  «2,  ... 
sont  ógales,  pour  chercher  la  formule  de  dóconiposition  et  la  formule  correspondante  d'inter- 
polatiou. 

II 

En  supposant  premièrement  íJi=aj,  on  peut  déterminer  la  somrae  des  deux  premiers 
termes  de  la  formule  precedente  par  le  chemin  qu'on  a  Tliabitude  de  suivre  dans  les  questions 
de  cette  nature,  c'e8t-à-dire,  en  posant  d'abord  a-i  =  ai  +  to,  en  développant  ensuite  le  résultat 
suivant  les  puissances  de  (o,  et  en  posant  enfin  (i)  =  0. 

On  trouve  aiusi  d'abord 

...          sin  (a  — ai  — a)),sin  (íc  —  aa).  .  .sin(x  —  a„) 
m  = . -j— F  (a.) 

,  sin  (X  -  a,)  sin  te  -  «3) .  .  .^(x-aj  ^p  ^^^^  _^  ^^^  p,  ^^^^  _^  _    _  j 


smoj 

sin(a!  — O))  sin(a;  —ai  — co)  sin  (a;  — a^). .  .sin(a;  — a„) 
sin  («3  —  tu)  sin  (as  —  aj  —  to)  sin  (as  —  04) .  .  .  sin  (03  —  a„) 
+ 

sin  (x  —  ai)  sin  (x  —  aj  —  (u)  sin  (x  —  03) . . .  sin  (x  —  «n— i) 
sin  (a„  —  ai)  sin  (a„  —  ai  —  w)  sin  («„  —  03) .  .  .  sin  (a„  —  a„_i) 


ou 


F(«.)=  '^(«'^ 


sin  (ai  —  03)  sin  («i  —  ai). 


et  oii  Ton  represente  /(sin  «,  cosa;)  par  f{x)\  et  ensuite,  en  développant  ce  résultat  suivant 
les  puissances  de  w  et  en  posant  enfin  to  =  O, 

f{x)  =  cos  [x  —  ai)  sin  (x  —  03) ...  sin  (a;  —  a„)  F  (ai) 

-f  sin  {x  —  «1 )  sin  (a;  —  03) .  .  .  sin  (a;  —  a„)  F'  (ai) 

sin*(x  — «i)sin(a;  — a4)...sin(£c  — a„) 


sin"-*  (a3  —  ai)  sin  (as  —  04)    . .  sin  (as  —  a„) 
+ 

sin- (a;  —ai)  sin  (a;  — 03)...  sin  (a;  —  «„_i) 
sin-  (a„  —  ai)  sin  (a„  —  as) . . .  sin  (a„  —  a„_|) 


/(«3) 


Cette   formule   determine   la   fonction  /(a;),   étant   données  les  quantités  f(ai),  /'(ai), 

f  («=;),  /(«3),  . . . 

Nous  allons  maintenant  considérer  le  cas  gónóral. 
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Nous  avons 


sin  (x  —  ai)  sin  (x  —  as)  • .  .  sin  (x  —  aj— i)  sin  (x  —  «i+i)  •  ■  •  sin  (x  —  ai) 


f(x)=    S 

j^^  j    I  sin  (aj  —  ai )  sin  (a;.  —  a») . .  .  sin  (a^  —  at._i)  sin  («t  —  Ojt+i)  ...  sin  (a^  —  a,) 

X  sin  (a;  —  «j+j)  sin  (x  —  cii^-t)  .  .  .  sin  (x  —  a„)  F  (a;,)  | 

"S^     (  sin  (a;  —  ai)  sin  (x  —  a-2) ...  sin  (a;  —  a,) 

/sin  (at  —  ai)  sin  (a/-  —  aa) ...  sin  (a;,-  —  ai) 

X  sin  {x  —  Oi+i)  sin  (a;  —  a,+2) ...  sin  (a;  —  a;,_i)  gin  (a;  —  Oa+i)  ...  sin  (a?  —  a„)  F  (aj')  > , 
CD  posant 


F(a,)  = 


sni  {aii  —  «i+i)  sin  («a  —  «í+s)  . .  •  sin  (a^  —  a„) 
Si  Ton  fait  maintenant 
04  =  01  + (O,     03  =  01  +  2(0,      ...,     a<  =  ai  +  (fc— 1)(i),      ...,     o,  =  oi  +  (i  —  1)  lo, 
la  première  partie  de  f{x),  que  nous  appelerons  P,  prend  la  forme 

^'  ,.  sin(a;—  ai)  sin  (a;— ai  —  co). .  .8Ín(a;  — O)  — {i—  l)(o). .  .sin (a;  —  a„) 

'  sin  (usin  2m.  .  .sin(^- —  1)  lo  x  sin  losin  2(».  .  .sin  (i  —  k)(.r> 

xF(oi  +  (/c-l)m). 

Donc  la  limite  de  P,  correspoiídant  à  to  =  0,  que  nous  appelerons  A,  será  le  coefficient  de 
<!>'""'  dans  le  développement  de  P.(o'~'  en  série,  cVst-à-dire: 


A— ^-Sr-i)-'.-^^ 


cu'~*sin(x-«i)sin(a;— ai-(o)...sin(a;-ai— (í— l)(u)F(ai+(À;-  l)o))" 


sinto  sin2o).  .  .sin(A:— l)(o  x  sinco  sin2a).  .  .sin(i— A;)(o       Jii)=0 
X  sin  (a;  —  0,4-1)  sin  {x  —  0^+2) .  .  .  sin  [x  —  o„). 

On  doit  remarquer  que,  dans  cette  expression,  on  ne  doit  pas  écrire  sin(a;  — oi),  quand 
k=l\  on  ne  doit  pas  écrire  sin  (x — 01 — (o),  quand  k  —  2\  etc. 

Pour  obtenir  A,  nous  employons  ia  formule  de  diiférentation  de  Leibnitz,   et  nous  avons 


^  =  (íZnm  ^  ^~^^'~\k-l)\{i-W.  ]  s'n(«-«i-'»)+sin(x-oi-2(o)+...+  sin[a;-«i-(i-l)co] 


(i-i)!\"r*/  ''  {k-i)\{i-k)\ 

(k-l)..         ,         (^-2)03         ,  ,         CO        ,         03        ,  +Ji_-:4^+F[«.+(>t-l).0];"-" 


sin  (A; — l)to      sin  (A;  —  2)  10  sinto      sinto        "        s'm{i—k)m  \ 

X  sin  {x  —  Ui-i-i) ...  sin  (a;  —  a„) 
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ou 


^-'^yy-'w^mf^ 


sin  (a-  — (:íi)sin  (a;  —  ((,+{)■  ■  -sin  (x  — «„) 


X 


y\  *  (_  i)c<+p  +  . .  .+K  ^Up^  '^^}-  sin  fx-  a,  +  «^ )  . .  .  sin  (x-  «,  -i  X  ^ 
■^  /  ^       ^  a  !  p  ! . .  .  A. ! 

(/>:-l)"F'"l(qi) 
?(  !^  !  (jr  ! 


'    (A;-l)c.) 
sin  (lc  —  'l)< 


(i  — /c)o)    "]""'     / 
.sin  (t  — Â:)<oj,„  =  o  *' 


oíi  a,  ,3,  .  .  .,  /.,  n,  p,  g,  .  .  .,  in  représentent  toutes  les  sulutions  entières  positives  de  l'équa- 
tion 


D'an  autre  côté,  nous  avons 

df  (x  cosóc  X 


dxi' 


']        =2i2P- 

J.c=0 


'-1)B,_,, 


quand  ^j  est  un  nombre  pair,  et 


'dP(; 


X  coséc  £c)l  ^ 

~dxP  Ja;=0~     ' 


quand  p  est  un  nombre  impair,  en  représentant  par  B,,_i  les  nonibres  de  Bernoulli.  Donu 
A  =  2Xsin(a;— a))sin  Ix  —  ai  +  a-^)  •  •  -sin  í«  — fM  +  >--^)  sin(x  — «m).  .  .sinfa;— a„), 


ou 


^~^     ^>  ^       (k~l)\{i-k)\<xl^L..l\ulplq\...ml 

x(A-— J)''(/í  — 2)?. .  .IM'-.  .  .(i  —  k)"' 

X  (2/'-'  -  1)  (29-  1  -  1) .  . . (,2'"- <  -  1 )  FC)  («,), 

en  donnant  à  a,  %  ■{,   .  .  . ,  X,  u,  p,  q,  .  .  .,  »«,  A:  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  qui 
vérifient  Téquation 

a  +  ^  +  ...  +  \  +  H+p  +  q  +  ...+  m  =  k-l, 
oíi  A-  ne  peut  pas  être  supérieure  k  i,  et  ou  ]>,  q,   .  .  .,  m  doiveiit  ("tre  des  nombreò  pairs. 

VOL.   II  L, 


90 


En  appelant  B  la  limite,  eorrespondant  à  o)  =  O,  de  la  deuxième  partie  de  Texpression  de 

/(x),  on  peut  écrire 

ry_    -yt    sin' (x —Ui)  sin(x  —Oi+i).  .  .8m{x —On)  . 
^^  .^1  sin'  («t—  ai)  8in  («i  —  «i+i) .  .  .  sin  {ak—a„y 

En  substituant  les  expressions  de  A  et  B  que  nous  venons  d'obtenir,  dans  la  formule 

f(x)  =  A+B, 
on  troiive  la  fonction  f{x)  qui  prend  les  valeurs  données 

/(«O, /'(«O, /"(«O,    ...,/"-"(aO, 

Avec  un  simple  changement  de  notation,  en  supposant  que  les  fonctions  données  sont 

on  a 

A  =  2  Xsin(^  — ")  sin  {x~a-\-a^]  .  .  .  sm  ix  —  a -\-\ -^j  sin (x  —  bi) .  .  .sin(x  —  b„), 

V  sin'  (x  —  a)  sin  {x  —bi)...  sin  (x  —  b„) 
f^^  sin'  (ôj.  -  a)  sin  (è^  -  èi) . .  .  sin  ib^  -  b„y^  *''* 

En  posant 

bi  =  bi-^  M,  b3  =  bi-\-2tíi,    ■  •  ■,  bj  =  bi-\-(j—l)m 

dans  les  formules  procedentes,  on  trouve  la  formule  qui  correspond  au  cas  ou  sont  données 
les  valeurs  sui vantes: 

/(«),      /(«),     /"(a),      ...,/<'-"(«), 
f{bi),     /(6,),    /"(ii),    ...,/"-<'(J0, 

f{bj+i),  f{bi^.2),  fib.^s),     ...,/(i„). 

Considérons  maintenant  le  cas  general.  Si  lon  donne  les  valeurs  suivantes: 

/(i),  /'W, /"li),    ...,/''-" (6), 


/(e),  /(e),  /"(e),    ••-,/""-"(«), 
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et  si  l*on  cherche  la  fonction  f{x),  on  peiít  employer  li  formule  suivante 

oà 

A  =  2j  X  sin(íc  — a)sin  í a;  —  a -f  « -çj-]  sin  Ux  —  a -^  "^^ -^]  •  .  -sin  \x  —  a-\-'t.-^\ 

sin'  {x  —  6)  sin'  {x  —  c) .  . .  sin""  {x  —  e), 
B  =  2  Xisin'(x  — a)8Ín(x  — í>)sin  \x  —  h  —  u-^\  sin  íx  — ò  + ,3-^)  . .  .sin  \x  —  h^\-^\ 

sin'  {x  —  c) .  . .  sin"'  {x  —  e), 
C  =  2  X2sin'(£c— a)sin^(x— 6)sin(x— c)sinía; — c-pa^lsinícc— c-f  ^ -^j  . .  .sinííc— c+X -^V 

sin* (x  —  d). . . sin"' (x  —  e), 


et  oíi  les  quantités  Xi,  Xi,  •  .  •  dérivent  de  X  par  le  changement  de  í  en_y'  et  de  F(a)  en 
Fi  (i)  pour  Xi,  et  de  i  en  l  et  de  F  (a)  en  Fj  (c)  pour  X-j,  etc,  étant 

sin'  (a  —  6)  sin'  (a  —  c).  . . sin"'  \a.  —  ef 
F,(6)-  f''^ 


sin'  {b  —  a)  sin'  (6  —  c; . . .  sin"'  (6  —  e)' 


Les  quantités  a,  ,3,      .  . ,  ^,  ",  p,   .  •  ■ ,  "i,  k  représentent  les  soiutions  de  Téquation 

a  +  ,S  +  ...  +  >.+u+j9  +  y  +  ...-f  Wi  =  ;j-1, 

k  étant  inférieur  à  i  +  l  en  X,  à  J-j-  1   eu  Xi,  k  l-^-l   en  Xj,  etc. 

Nous  devons  remarquer  qu'en  A  on  ne  doit  pas  écrire  sin(x  —  a)  dans  le  terme  corres- 


pondant  à  k  =  l,  on  ne  doit  pas  éerire  sin  ix~a-\- a-^j   dans  le   terme   correspondant   à 

A"  =  2,  etc.  La  même  chose  arrive  en  B,  C,  ...  relativement  a  b,  c,  ... 

Nous  devons  encore  remarquer  que  le  norabre  des  quantités  a,  ji,  . . . ,  >.  est  i—l  en  A, 
mais  que,  quand  k  =  2,  manque  a;  quand  Â;  =  3,  manque  ^,  etc.  On  doit  faire  la  même 
observation  à  Tégard  de  B,  C,   ...   Le  nombre  des  quantités  p,  g,  .  .  .,  m  est  i  —l. 

Enfin,  quand  quelqu'une  des  quantités  a,  ^,  .  .  . ,  p,  q,  . . . ,  k  ~  1,  i  —  k,  u  est  nuUe,  le 
facteur  correspondaot  n«  doit  pas  exister  dans  la  formule. 
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Les  formules  que  nous  veiions  de  trouver  résolvent  la  question  d'interpolation  proposée-, 
c'est-àdire  qu'elles  déterminent  une  fonction  eireulaire,  qui  prend,  elle  et  ses  dérivées,  des 
valeurs  données.  Nous  allons  donc  considerei"  maintenant  la  décomposition  de  la  fraction 
correspondante. 

III 

Soit  f(s'mx,  cosa;)  une  fonction  entière,  homogène,  du  degré  i -f-J  +  Z+ .  .  .  +  m  —  1. 
Comme  les  quantités  sin  ix  —  a-\-a-^\,  sin  (a;  — «  +  |5-^),  etc.  sont  égales  à  +sin(a;  — a) 
ou  à  +cos{X  —  a),  la  formule  de  décomposition  qui  resulte  de  la  formule  precedente  est 

fismx,  cosa?)  A|  A-2Cot(j;  — a)  ,  AiCot'~'(íc  —  a) 


sin'  (a;  —  a)  sin'  (x  —  b). . .  sin"'  [x  —  e)      sin  {x  —  a)        sin  (r  —  a)  '  sin  {x  —  a) 

Bi B2Cot(3-  — ò)  BjcoV-^(x  —  b) 

+  sin  (.T  —  b)         sin(íc  —  b)         ''           sin  (j — b) 
+ 


et  nous  connaifons  les  coefficients  Ai,  A2,  A3,   .  .  .,  R),  B-2,   .  .  . 

Nous  allons  indiquer  rapidement  deux  autres  méthodes  pour  trouver  les  coeflScients  pré- 
cédents,  analogues  à  celles  employées  dans  la  décomposition  des  fractions  rationnelles. 

En  posant 

9  (x)  =  sin'  {x  —  b)  sin'  (x  —  c)...  sin'"  (x  —  e), 
nous  avons 

fismx    cos^  _  ^^  ^.^^,  _ ,  ^^  _      ^  ^^  ^^^      _      ^.^^._2  ,    _  „)^  _  _  _ 
<f{x) 

+  A,  cos^'  (.;■  —  a)  -f  K  sin'  (.r  —  a). 

Celte  formule  donne 

.         f(sma,  cos«^ 

A;  =  ■ — — . 

?  («) 
En  la  différentiant,  on  trouve  le  résultat 

,  /(sina-,  cosíe) 

-. =  ({—])  Al  siii--(j-  — a)cos(a;  — a)  +  .  .  .  +  Aí_í  cos'-'(j;-  a) 

+  (í  —  1)  A,  cos'-"-  (x  —  a)  sin  {x~a)+.  . ., 
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qui  donne 

j  /(sin  «,  cos  a) 

A  ?(«) 

•"1—1  — j • 

da 

De  Ia  même  manière  on  trouve  les  autres  eoefficients  en  continuant  les  différentiations. 

On  peut  aussi  calculer  les  eoefficients  Ai,  A2,  . .  .  au  moyen  des  équations  qu'on  obtient 
en  égalant  les  eoefficients  des  mêines  puissances  de  h  dans  Tidentité  suivante: 

/(sina,  cosa)  +  ^A  +  -j-  -j-^h-  +  .  .  .=  (A)  sin'-' /i-f  A2  cosÂsin'-^  A -f .  .  .  +  AíC0S'-*ã) 
•^  ^  'da  2   da- 


X  [^  (a)  +  h i  (a)  +  i-  A2  .j:  („)  _}. . 


ii  d 


ui  aonne 


/  (sin  a,  cos  a)  =  A,  s  (a), 

/„'  (sin  a,  cos  a)  =  Aí_í  cp  (a)  +  A;  'f '  (a), 


Les  formules  precedentes,  appliquées  au  Calcul  integral,  donnent  une  formule  de  réduction 
d'intégrale3. 

En  eflfet,  au  moyen  de  ces  formules,  on  réduit  Tintégratiou  des  fractions 

/(sinx,  cosa;) 


sin'  [X  —  a)  sinJ  {x  —  h)...'' 


/(sina?,  cosa;)  étant  une  fonction  entière,  homogène,  du  degré  i+y  +  -  ••  +  '"  —  Ij  ^  Tintégra- 
tion  des  fonctions  de  la  forme 

cos' (a;  —  a\ 


sin'+'  (ar  — a)' 


qui  sont  le  sujet  de  des  formules  de  réduction  qu'on  trouve  dans  les  Traités  de  Calcul  integral. 
On  peut  encore  employer,  pour  Tintégration  de  cette  fraction,  la  formule 

J  sin'±'(a^:r.«)  ^    v/[l  +  cot2(a--a)]'^''°'^'^      "^- 


XII 

SUR  DNE  FORMULE  TRIGONOMÉTRIQUE  DINTERPOLATIOH 

(Enseignement  mathématique,  t.  VI.  Genève,  1904) 

1.     Nous  allons  nous  oecuper  dans  cette  Note  de  la  question  suivante: 
Determinei-  la  fonction  eutière  et  homogène  de  sin  x  et  cos  .-r,  de  plus  petit  degré,  qui 
prend,  elle  et  ses  dérivées,  par  rapport  à  x,  les  valem  s 

Vv  Vi^  ^o  ■■■■>  y\'^~^^> 

Vi-,  l/n  y-,   •••5  2/l?-'N 
Vi.,  y'n  vi-,    •••>  y)Á-") 

quand  on  donne  à  x  les  valeurs  aP),  rra,   .  •  .,  Xt,. 

Nous  avons  étudié  déjà  ce  problème  dans  un  article  publié  en  1885  aux  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques  (3.'""  série,  t.  iv);  mais  nous  allons  le  résoudre  ici  par  une  analyse  plus 
simple,  au  moyen  d'une  représentation  des  fonctions  entières  et  homogènes  de  síuíe  et  cosít, 
qui  donne  immédiatement  sa  solution. 

Je  partirai,  pour  cela,  de  la  fraetion  rationnelle  de  sina:  et  cosít: 

/(sina?,  cosaj) 


sin'''  (x~xi).  .  .  sinP  (x  —  Xi).  .  .  sin''  (x  —  Xi) 
ou  y(siníF,  cost)  represente  une  fonction  entière  et  homogène  de  sin/r  et  cosa;   du  degré 
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«  +  ...+  P  +  . .  .  +  X—  1,  et,  en  posant 


/(sin  X,  cos  x)  =  cos"'  a;F  (tang  cr), 


je  l'écrirai  de  la  manière  suivante: 

F  (tang  a?) 


» cos  X  (tang  x  —  tang  x^y . . .  (tang  x  —  tang  Xi)^ . . .  (tang  x  —  tang  Xk) 


\ 


ou 


10  =  cos'''  XI.  ■  .  cos?  X,.  .  .  cos''  Xk. 

Ensuite  je  considere  la  fonction  rationnelle  de  tango' 

F  (tang  x) 
Fi  (tanga;)' 


ou 


Fj  (tang  x)  =  (tang  x  —  tang  xif ...  (tang  a;  —  tang  x,)'^ . . .  (tang  x  —  tang  Xkf', 

et  je  la  décompose  en  fractions  simples;  ce  qui  donne 

F(tangx)      g,^T  M;"  ^  M;-'  ^^^^  Mg'  1 

Fi  (tang  a;)      i  =  j  |_tang  a;  —  tang  a-;      (tang  x  —  tang  a-;)*  (tang  a;  —  tang  x$\ ' 

ou  Mj\  Mj',  ...,  Mi'  représentent  des   constantes  qui  coincident  avec  les  coefficients  de 
/iP-*  ^  A?--  j  .  .  . ,  /i"  dans  le  développement  de 

APF(tanga:.+Ã). 
Fi(tangari+Ãr' 

et  par  conséquent 

F  (tang  x)       ÍA*  TmI''  cos  x,  cos  x     M^''  cos-  x;  cos-  x  Mp"  cosP  a-,  cosí'  a: ~| 

Fttanga;)       ,  =  1  |_    sin  (o;— a:;)  sin- (a;  — a;,)  sinP(a;  — a-j)     J 

Mais  d'un  autre  côté,  si  Ton  décompose  en  des  fractions  simples  la  fraction  „  ,. r  et 

'  ^  '^  t  K  (tang  x) 

9Í  Ton  represente  par  A»,  A2,  . . .,  Ac<;  .  •  •,  B|,  B2,  .  . .,  B^i;  ...  les  nuinérateurs  de  cea 
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fractions,  on  trouve 

F (tanga;)         A|F  (tanga;)  AaF  (tanga;)  A,^F  (tanga;) 

Fi  (tanga;)      tang a;  —  tang a;i      (tanga;  — tanga;))^  (tanga;— tanga:))" 

+ 

Bi  F  (tanga;)  Ba  F  (tanga;)  BpF  (tanga;) 

tanga;  —  tanga;,      (tanga; — tanga;,)^                (tanga; — tanga;;)? 
+ 

Pi  F  (tang  x)  Vi  F  (tang  x)  P^  F  (tang  a;) 

tang a;  —  tang x/i      (tanga; -- tanga;;,)-  (tanga;  — tang a;^)'' 

et,  par  conséquent,  en  posant  tang  a;  =  tang  a;;  +  A, 

+  B2  ^h^--  F  (tang  a;,)  •+  A?-'  F'  (tang  x,)  +  y  A?  F"  (tang  a;,)  + ...  1 
+ 

+  Bp  [F(tanga;,)-f  ÃF'(tanga;,)+.  . .+ ^^^^F'M)  (tanga;;) +  . . .] 

ou   RãP  represente  la  partie  du  développement  considere  qui  provient  des  fractions 

AiA^'F(tangg-;  +  A)  A^  h?  F  (t-dng  x  +  h) 

tanga;,  +  /i  — tanga;i'     (tanga;i  + A— tanga;))-' 


On  a  donc 


T> 

MÍ''  =  B,F(tangav)  +  B2F'tanga;,)  +  .  .  .+ -~L-  F'M)ftanga;0, 

\?      •'-}  ■ 

M^''  =  B2  F  (tang  x.)  +  B3  F'  tang  a-,)  + . . .  +  tõ-^  F'^~"  (^«"g  »^')' 

(P      ^J- 


M^'  =  BpF(tanga;,:), 


ou  F' (tang a;,),  F" (tang a;;),   .  .  .   représentent  les  valeuis  que  les  dérivées,  F' (í),  F"(<),   .  .  ., 
de  F(^)  prennent,  quand  on  y  pose  i=tanga;,. 
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De  ces  formules  et  de  la  suivante: 

/(sina;,  cos  aj)  _         F  (tanga;) 

sin''  (a;  —  xi). . .  sin?  (a;  —  a;,) . . .  sin  '(a;  —  x/;)      o)  cos  x  Fi  (tang  a;) 

il  resulte  la  suivante: 


/(sin  x,  cos  x)  -- 


'  j-/--- ..  _.-    \      '-ffx^l^Mr  Bi  cosas,       Bacos^asicosa;  B^cosPa;,cos?  *a; 

iJ    i=i[Lsin(a;  — a;,)         sin^(a; — a;;)  sin?  (a;  —  Xi) 


(1){ 


r  Ba  cosa;,       B3COs^a;,cosa;  Bgcos?  'aiiCOsP  *a;~| 

Lsin(a;— a;,)         sin^(a; — a;;)  sint""*  (a;  —  Xi)     J 


F'(tangx.) 


+ 


1  Bscosx,    ^,0    ,,  / 

*^  '    F'-^-"  (tanga;;)  , 


(,3  —  1)!    sin  (a;— a;,) 


ou 


tp  (a;)  =  sin'^  (x  —  xi) . . . sin»^  (x  —  Xi).  .  .  sin  •  (x  —  x^), 

qui  est  celle  que  nous  proposions  d'obtenir. 

Au  moyen  de  cette  formule  on  peut  résoudre  immédiatement  le  problème  antérieurement 
énoncé. 

En  eflfet,  Téquation 

/(sina;,  cos x)  =  cos" a; F (tang a;) 
et  celles  qui  résulteut  de  sa  dérivation  par  rapport  à  a;,  déterminent  les  quantités 

F(taDga;i),  F' (tang a;.;,  F" (tanga;,),  ..., 
quand  sont  données  les  quantités 

/(sin  Xi,  cos  Xi),  /;.  (sin  a;,,  cos  a;,),  /^  (sin  a-j,  cos  a-,),    . . . 

2.  Voici  encore  un  autre  problème  qu'on  peut  résoudre  au  moyen  de  la  formule  qu'on 
vient  de  trouver,  en  remarquant  que  Texpression  qu'elle  donne  pour/(sina;,  cosa;)  peut  être 
réduite  premièrement  à  la  forme 

f(s'mx,  cosa;)  =  K„,cos"'a;4-K,„_2COs"'-*a;+. .  .  +  sina;[L„,_,cos»'-'a;-f  Lm_3C0s'"-3a;+. . .], 
VOL.  II  M 
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et  qu'ensuite,  au  moyen  des  égalités  connues 

2"-' cos" a;  =  cos «33 -f(      j  co9(a  — 2)a;  + í      j  cos  (a  — 4)x  +  . .  .+ -^  í    1       I, 

si  a  est  un  entier  pair,  et 

/  a 


2"-* cos" a;  =  cos  «a  +  í      j  eos(a  — 2)íc+(  „  )  eo3(a  — 4)a;-l-.  .  .+ I    1  )cos£c. 


si  a  est  un  entier  impair,  elle  peut  étre  rédnite  à  la  forme  suivante: 
(2) 


/sina;,  cosa;)  =  R^  cos ína;  +  R„,_2  cos  (m  —  2)a;  +  . .  .  +  Ri  cosa; 

+  Sm  sin  mx  +  S„j_2  sin  (m  —  2)  a;  + . . .  +  Si  sin  os, 


quand  m  est  wvpair,  et  à  Ia  suivante: 

!/sin  a',  cos  x)  =  R„,  cos  mx  +  R,,,— 2  cos  (mi  —  2)  a;  -f . . .  +  Ro 
+  Sm  sin  Tíza;  +  S^— 2  sin  (r»  —  2)  a;  +  •  •  -+82  sin  2a;, 

quand  m  est  pair. 

On  peut  donc  résoudre,  au  moyen  de  la  formule  (1),  le  problème  qui  a  pour  but  de  eher- 
cher  les  coefiBcients  qui  entrent  dans  une  des  expressions  (2)  ou  (3),  quand  sont  données  les 
valeurs  qu'elle  et  ses  dérivées  prennent  aux  points  a;i,  a;^,  . . . ,  aj^,  en  déterminant  première- 
ment,  au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  la  formule  (1),  la  fonction  /(sina;,  cosa;),  et  en  la  ré- 
duisant  ensuite  à  une  des  formes  (2)  ou  (3). 


lA^ 


imiESo  DAS  mm  Is  mum  mim  i  segunda  ord[m 


(Dissertação  inaugural  apresentada  á  Faculdade  de  Mathematica  da  Universidade  de  Coimbra 

para  obter  o  grau  de  doutor.  Coimbra,  1875) 


í 


INTRODUCÇAO 


o  problema  da  integração  das  equações  ás  derivadas  parciaes  de  segunda  ordem  é  consi- 
derado pelos  geómetras  como  um  dos  mais  difficeis  do  Calculo  Integral,  e  não  se  sabe  actual- 
mente resolver  senão  em  casos  particulares.  Escolhi-o  para  assumpto  d'esta  dissertação  pela 
sua  grande  importância. 

Proponho-me  expor  os  trabalhos  de  Euler,  Laplace,  Monge,  Ampere,  Boole  e  Imscbe- 
netsky  para  a  sua  solução,  intermeando-os  de  algumas  indagações  minhas. 

No  Jornal  da  Escola  Polytechnica  de  Paris  (cad.  xvii)  eneontra-se  uma  memoria  de 
Ampere  sobre  a  theoria  geral  dos  integraes  das  equações  ás  derivadas  parciaes  de  uma  or- 
dem qualquer,  para  a  qual  a  attenção  dos  geómetras  foi  chamada  recentemente  por  Imsche- 
netsky,  professor  na  Universidade  de  Kazan  (*). 

Porém,  tanto  Ampere  como  Imschenetsky,  que  expõe  toda  a  theoria  do  sábio  francez, 
consideram  só  o  caso  de  haver  duas  variáveis  independentes;  nem  sei  que  geometra  algum 
tenha  generalisado  mais  a  questão.  O  capitulo  I  da  minha  dissertação  é  todo  destinado  á 
theoria  de  Ampere,  que  generaliso  porém,  estendendo-a  a  um  numero  qualquer  de  variáveis 
independentes,  usando  pai'a  esse  fim  de  alguns  theoremas  muito  conhecidos  da  theoria  das 
combinações. 

Muitas  vezes,  para  integrar  as  equações  da  segunda  ordem,  recorre-se  á  transformação 
da  equação  proposta  n'outra  mais  simples.  D'estas  transformações  tracto  no  capitulo  II,  onde 
exponho  primeií-amente  as  transformações  de  Euler  e  Imschenetsky,  e  depois  outra  que  con- 
tem como  caso  particular  a  de  Laplace. 

A  equação  em  que  todas  as  derivadas  parciaes  de  segunda  ordem  entrara  na  primeira 
potencia,  é  aquella  de  que  os  geómetras  se  têera  occupado  mais.  Monge,  seguindo  um  ca- 
minho análogo  ao  que  se  seguia  no  caso  das  equações  de  primeira  ordem,  deu  um  methodo 
para  integral-as.  Este  methodo  porém,  sendo  só  applicavel  quando  a  proposta  tinha  um  inte- 


(1)  V.  G.  Imschenetsky:   Estudo  sobre  os  methodos  de  integração  das  equações  ás  derivadas  parciaes  de 
segunda  ordem  de  uma  funcção  de  duas  variáveis  independentes,  traduzido  do  russo  para  francez  por  J.  Hoiiel. 
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gral  intermédio,  Ampere  tractou  de  resolver  o  problema  sem  esta  restricção  em  uma  memoria 
notável,  publicada  no  cad.  xviii  do  jornal  que  contem  a  que  foi  anteriormente  mencionada. 
O  methodo,  que  para  esse  fim  deu,  não  diíFere  essencialmente  do  de  Monge,  no  caso  de  haver 
integral  intermédio.  No  caso  de  o  não  haver,  Ampere  ensinou  a  transformar  a  proposta 
n'outra  mais  simples.  Estes  trabalhos  de  Ampere  foram  completados  e  aperfeiçoados  por 
Imsehenetsky,  que  deu  a  theoria  geral  d'esta  transformação.  Os  geómetras  inglezes  Boole 
e  Morgan  occuparam-se  também  das  equações  lineares  de  segunda  ordem;  porém  os  seus 
methodos  são,  como  o  de  Monge,  fundados  na  existência  de  um  integral  intermédio.  O  ca- 
pitulo III  da  minha  dissertação  é  destinado  á  exposição  dos  trabalhos  de  Monge,  Ampere  e 
Imsehenetsky. 

No  capitulo  IV  continuo  em  primeiro  logar  o  estudo,  principiado  anteriormente,  das  equa- 
ções da  forma  F  Ix,  y,  z,  -=-,  j  =0,  cuja  importância  exprimiu  Ampere  pelas  palavras 
seguintes,  que,  segunda  diz  Imsehenetsky,  são  ainda  verdadeiras  na  epocha  actual:  aLes 
équations  aux  différentielles  partielles  du  second  ordre  qui  ne  contient  que  la  dérivée  -, 

de  cet  ordre,  doivent  être  examinées  avec  d'autant  plus  de  soin,  que  e'est  souvent  en  y  ra- 
menant  les  autrés  équations  aux  diíFérentielles  partielles  du  seconde  ordre  qu'on  pai-vient  à  les 

(dz     dz       dr'  z  \ 
£C,  y,  z  -5—,  -T— ,  j  =  O 

peut  être  régardée  comme  la  première  question  à  résoudre  pour  arriver  à  celle  de  toutes  les 

équations  du  secondre  ordre.  Mais  ce  problème  paraít  devoir  échapper  encore  longtemps  aux 

méthodes  de  l'Analyse  actuelle ;  on  ne  sait  encore  integrer  ces  équations  que  dans  les  cas  ou 

elles  ont  une  intégrale  intermédiaire,   et  dans  le  cas  des  équations  lineaires  intégrées  par 

M.  de  Laplace». 

Laplace  occupou-se  da  integração  das  equações  d'esta  forma,  quando  são  hneares  relati- 

dz     dz      d  z 
vãmente  a  z,  -j—,  -7—,  -j — j-.  Imsehenetsky  considerou  as  equações,  mais  geraes,  em  que  só- 

d-z        dz  d-z        dz       ^  .      .  '  , ,  „ ,  _ 

mente  e  -7-,  ou  e  -j—  entram  no  primeiro  grau.  Ji,  o  que  pode  ver  no  n."  25. 

Quando  existe  integral  intermédio,  empregam  estes  geómetras,  para  o  achar,  o  methodo 
da  integração  das  equações  differenciaes  ordinárias  a  três  variáveis.  Reflectindo  sobre  este 
methodo,  nota-se  que  se  pôde  dar-lhe  uma  forma  nova,  que  o  torna  applicavel  a  outras  equa- 
ções. Pôde  ver-se  no  n."  16  o  methodo  assim  generalisado  e  as  condições  para  elle  ter  logar, 
no  n."  27  a  sua  applicação  á  equação  (õ),  que  contem  aquella  de  que  se  occupou  Imsehe- 
netsky, e  no  n.°  28  á  equação  mais  geral  (10). 

Laplace,  quando  a  sua  equação  não  tem  integral  intermédio,  transforma-a  n'outra.  O 
mesmo  faz  Imsehenetsky.  Esta  transformação,  que  se  pôde  ver  no  n."  25,  está  comprehen- 
dida  na  transformação  mais  geral  que  considero  no  n."  16,  e  é  no  n."  27  applicada  ao  caso 

de  a  equação  dada  não  poder  ser  resolvida  relativamente  a        ^  . 
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d-z       d-z  d^z       d^z 

A3  equações  em  que  só  entram  as  derivadas  de  segunda  ordem  ^         e  -j-^,  ou  e  -5-|-, 

são  muito  importantes,  porque  a  ellas  se  reduzem  muitas  outras  pela  transformação  dada  no 
capitulo  II.  No  n.°  29  apresento  algumas  indagações  sobre  um  grupo  d'estas  eqiiações,  que 
creio  não  ter  sido  ainda  considerado,  consequência  da  generalidade  que  dei  ao  methodo  de 
Laplace. 

Nenhum  geometra,  que  eu  saiba,  se  tem  oecupado  da  integração  de  a  equações  simultâ- 
neas ás  derivadas  pareiaes  com  a  variáveis  dependentes,  exceptuando  Combescure  (*),  que 
integrou  um  grupo  particular  de  equações  de  primeira  ordem.  A  esta  doutrina  consagro  um 
pequeno  capitulo,  onde  indico  rapidamente  o  modo  de  estender  a  theoria  dos  integraes,  dada 
por  Ampere  para  o  caso  de  uma  equação  única,  ao  caso  das  equações  simultâneas  e  onde 
integro  um  grupo  d'estas  equações. 

Coimbra,  1875. 


(í)  Comptes-rendits  hebdomadaires  des  séances  de  VAcadémie  des  Sciences  de  Paris  (1872). 


CAPITULO  I 


Tlieorla  cios  integraes  das  e<ixxaç5es 
ás  derivadas  parclaes 


1.  Seja 

F  =  0 

uma  equação  ás  derivadas  parciaes  de  ordem  ç  com  ?!  variáveis  independentes  xt,  x-2,  . . .,  x„. 

O  integral  d'esta  equação  diz-se  geral  quando  satisfaz  somente  a  eila  e  ás  equações  que 
resultam  de  a  derivar  successivamente  em  ordem  ás  variáveis  independentes;  isto  é,  quando, 
derivando-o  um  numero  m  de  vezes,  egual  ou  maior  que  q,  e  derivando  jjí  —  q  vezes  a  pi-o- 
posta,  resultam  dois  systemas  idênticos  de  equações,  qualquer  que  seja  m. 

Sendo  pois  o  numero  das  equações  de  um  e  outro  systema  assim  obtidos  differentes,  deve 
este  integral  conter  um  numero  sufficiente  de  arbitrarias  para  se  poder  identificai- os. 

Se  o  integral  satisfizer  a  mais  relações  do  que  a  proposta  e  suas  derivadas,  diz-se  parti- 
cular ou  singular. 

2.  Suppondo  o  integral  expresso  por  uma  equação  única,  é  fácil  de  ver  que  o  primeiro 
dos  systemas  de  equações  mencionados  contem  um  numero  d'ellas  igual  á  somma  dos  números 
de  combinações  que  se  podem  fazer  com  n  letras,  tomando-as  desde  uma  a  uma  até  7íí  a  m, 
entrando  a  mesma  letra  de  uma  até  m  vezes  em  cada  combinação,  mais  uma  unidade,  e  por- 
tanto, segundo  uma  formula  fconhecida  (Francoeur,  ed.  de  Coimbra,  parte  in,  pag.  41),  egual  a 

[(wi-l-n)Cn]. 

O  numero  de  equações  do  segundo  systema  é  egual  a 

[(wí  -j-  n  —  q)Cn]. 
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Deve  pois,  para  o  integral  ser  geral,  haver  um  numero  de  arbitrarias  nào  inferior  a 

8  =  [(m  +  n)  C  n]  —  [{m  +  n  —  q)Cn] 
=  [(m  +  n— l)C(n- l)]  +  [(7n  +  n -2)  C(n- !)]+...+  [(»»  + n-?)C(n- 1)]. 

Vê-se  portanto  que  o  numero  das  arbitrarias  deve  augmentar  com  m,  condição  a  que  sa- 
tisfazem as  funcções  arbitrarias  de  argumentos  determinados.  Estes  argumentos  sào  funcções 
das  variáveis  e  cada  funcção  pôde  ter  mais  do  que  um  argumento. 

3.  Os  argumentos,  a  que  vimos  de  nos  referir,  são  funcções  explicitas  das  variáveis  ou 
funcções  implícitas  das  mesmas.  Em  ambos  os  casos  a  forma  do  integral  é  a  seguinte: 

Contem  Jt-fl  equações  com  k  argumentos,  g  funcções  arbitrarias  (mais  tarde  determina- 
remos este  numero)  com  suas  dericadas  e  integraes,  em  numero  de  g',  obtidos  por  derivação 
ou  integração  relativa  aos  argumentos,  considerados  como  variáveis  independentes. 

E  aos  integraes  d'esta  forma  que  diz  respeito  o  estudo,  que  vamos  fazer. 

4.  Um  integral  da  forma  indicada  dá,  derivando-o  até  á  ordem  m  relativamente  a  cada 
uma  das  variáveis  independentes,  um  systema  de  equações  cujo  numero  é  egual  a 

ik+l)[{m  +  n)Cn]; 

e  a  proposta  e  suas  derivadas  até  á  ordem  m  formam  um  systema  de  equações  cujo  numero 
é  egual  a 

[(ni-f-íi  —  y)Cn]. 
A  differença  entre  estes  números  é  egual  a 

^'  =  k[(m  +  7i)Cn]  +  [(m-{-n-l)C{n-l]  +  [{m-{-n-2)C(n-Í)]  +  . .  .+  [{m+n-q)C(n-í)]; 

e  deve  portanto  baver  no  integral  um  numero  de  arbitrarias,  para  se  poder  identificar  os  dois 
systemas  de  equações,  que  não  seja  inferior  a  V. 

5.  O  integral  e  suas  derivadas  até  á  ordem  »i,  formando  um  numero  de  equações  egual 
a  [(m  +  n)  Cn]{k-\- 1),  podem  determinar  as  derivadas  da  variável  dependente  z,  até  á  mesma 
ordem,  independentemente  das  derivadas  dos  argumentos,  porque  o  numero  dos  argumentos, 
suas  derivadas  e  derivadas  de  ^  ó  também  egual  a  [{m -{- n)  C  n]  {k -{- 1). 
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o.  Como  a  eliminação,  de  que  acabámos  de  fallar,  pôde  fazer  desapparecer  algumas 
funcções  arbitrarias,  vamos  estudar  a  lei  do  desapparecimento  d'e8tas  funcções  nas  derivadas 
successivas  de  z. 

Sejam  a,  p,  ...  os  argumentos  de  uma  funcção  arbitraria  que  entre  no  integral,  seja 
tp(a,  p,  ...)  esta  funcção  e,  suppondo 

«=/(*fl,  ««,  ««,•••)> 

tomemos  a  em  legar  de  x/j  para  variável  independente. 

Derivando  esta  equação  relativamente  a  a;,,,  resulta,  eollocando  as  derivadas  parciaes  entre 
parentheses,  quando  a  é  tomado  em  logar  de  x\^  j^ara  variável  independente, 

df    ^     df  (dx(A_ 


dx„       dxfj  \  dxy  / 
d'onde  se  tira 

dx(A  dx^ 

dx„ )  df ' 

dx(j 


/dx(,\ 
Dependendo  a,  por  hypothese,  de  Xfi  e  Xy,  segue-se  que  (  -^ —  I  não  pôde  representar  zero 


nem  infinito. 

Derivando  a  mesma  equação  relativamente  a  a,  resulta  a  relação 


\daj-~df' 


dx. 


O 

/dxfj\ 
que  mostra  do  mesmo  modo  que  (  -, —  1  não  pôde  representar  zero  nem  infinito. 

Posto  isto,  se  considerarmos  uma  serie  de  derivadas  de  z,  tem  logar  para  ellas  o  theorema 
seguinte : 

Se  uma  funcção  arbitraria  de  a,  derivada  relativamente  a  a  de  outra  que  entre  no  integral, 
apparece  pela  primeira  vez  em  uma  das  derivadas  de  z,  de  ordem  p,  deve  apparecer  em  todas 
as  derivadas  de  z  da  mesma  ordem  que  differem  d^aquella  somente  pelo  numero  das  derivações 
relativan  ás  variáveis  de  que  depende  a. 

Se  uma  derivada  de  z,  de  ordem  p,  não  differir  de  outra,  de  ordem  p  —  1,  pelo  numero  de 
derivações  relativas  ás  variações  que  entram  em  a,  a  primeira  só  contem  as  derivadas,  relati- 
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vãmente  a  a,  das  funcções  arbitrarias,  dependentes  d'este  argumento,  que  entrarem  na  derivada 
de  ordem  p  —  l. 

Suppondo  primeiramente  que  a  só  depende  de  x^  e  «„,  consideremos  as  três  derivadas  da 
ordem  p 


Jl^ 

dPz 

dx\.. 

..dx>'+\..dxt-'. 

..dxV 

B 

dPz 

dxl  . 

.  .  dxl  .  .  .  dx(,  . . 

.    dXn 

O  — 

dPz 

dx\ . .  .  dx„      .  .  .  dxf^  .  . .  dx"„ 

Estas  derivadas  são  todas  da  ordem  b-^-d  relativamente  ás  variáveis  xq  e  x^,,  que  entram 
em  a,  são  porém  todas  da  mesma  ordem  relativamente  a  cada  uma  das  outras  variáveis. 
A  serie  das  derivadas  de  ordem  p—l,  d'onde  resulta  a  segunda  das  precedentes,  é 


D=  ''-' 


dx\     . .  .  dx„ . . .  dx\  .  . .  dx(i . .  .  dx'„ 


rf-xí .  . .  dxi.     .  .  .  dxl^ .  . .  dxQ .  .  .  dx^n 


dx"! .  .  .  dxy .  . .  dxi, . .  .  dxrr  .  . .  dxí 


dãi . .  . dx„ .  .  ■  dx    . .  . dxh .  . . di'n' 


Tomando  a  para  variável  independente  em  logar  de  Xf^  e  derivando  G  e  E  relativamente 


a  ír„,  resulta 


ídG\  /drf, 

\dx„/  \dx,. 


áE 


/dxf,\ 


108 


e  derivando  as  restantes  quantidades  D,  . . .,  H  relativamente  a  uma  variável  qualquer  x^, 
que  não  entre  em  a, 

d  D  dvz 


(K. 

]    a—i 

dri     . 

,..dTi..dcy 

. . . dxQ .  .  . dxl 

dR 

dfz 

dor,,, 

dxl. 

.da^...daC'.. 

.  dxQ .  .  .  dxi" 

As  duas  primeiras  equações  provam  que  A  e  C  contêem  as  funcções  arbitrarias,  derivadas 

de  Cp  (a,  p,  . .  .)  relativamente  a  a,  que  entrarem  em  B,  visto  que,  por  hypothese,  não  entram 

ídE\       /dG\         .  ^  -,    .     ■, 

em  hl  nem  em  (1,  nem  portanto  era   1--^ — I   e   1-^ — I,  pois  que  para  lormar  estas  derivadas 

ce  deve  ser  considerada  como  constante,  nem  entram  também  em  ( ),  cuja  expressão  é 

\  dx,  I 

dada  pelas  equações  que  definem  o  integral  considerado  (n."  3). 

/dxfi\ 
Para  chegar  a  esta  conclusão  suppõe-se  que  ( -^ —  I  não  é  identicamente  nuUa  nem  infinita, 

isto  é,  que  a  depende  de  £Cfj  e  x„. 

No  segundo  grupo  das  equações  precedentes,  por  ser  a  considerado  como  constante  nas 
derivadas,  que  entram  nos  primeiros  membros,  não  podem  nos  segundos  membros  entrar 
funcções  arbitrarias  de  a,  que  não  entrem  em  D,   . .  . ,  H. 

Considerando  as  derivadas  B,  A  e 

dPz 


ou  as  derivadas  B,  C  e 


dxl. • -dxy     . . .dxQ  ' . . .dxl 


dPz 
dx'l .  .  .  dx~'' .  .  .  dxí'^' .  .  .  dx„^ 


e  repetindo  as  considerações  que  vêem  de  ser  feitas  a  respeito  das  derivadas  A,  B  e  C,  vê-se 
que  contêem  as  funcções  arbitrarias  derivadas  de  cp(a,  ,3,  .  .),  relativamente  a  a,  que  entram 
respectivamente  em  A  ou  C,  e  portanto  em  B. 

Continuando  do  mesmo  modo  demonstra-se  completamente  o  theorema  enunciado. 

Resta  considerar  o  caso  em  que  a  depende  de  um  numero  qualquer  de  variáveis  inde- 
pendentes. 
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Consideremos,  para  isso,  a  derivada 


B 


df: 


dx\ . . .  dxy .  . .  dxu  •  • .  dxQ .  ■ .  dx„ 


Se  fizermos  n'ella  variar  b  e  d  áe  modo  que  b-\-d  fique  constante,  obtem-se  uma  serie 
de  derivadas  a  que  se  applica,  como  vimos  de  ver,  o  theorema  enunciado. 

Fazendo  depois  variar  era  cada  elemento  d'esta  serie  h  de  modo  que  A  +  á  fique  constante, 
vêem  outras  series  de  derivadas  ás  quaes  é  applicavel  o  theorema  enunciado.  E,  como  cada 
uma  d'estas  series  tem  um  elemento  commum  com  a  que  primeiramente  se  considerou,  é  o 
mesmo  theorema  applicavel  a  todas  as  derivadas  que  nellas  entram. 

Continuando  do  mesmo  modo,  mostra-se  que  o  theorema  tem  logar  qualquer  que  seja  o 
numero  de  variáveis  de  que  dependa  a. 

Se  houver  só  duas  variáveis  independentes,  este  theorema  coincide  com  o  de  Ampere,  o 
caso  porém  de  a  conter  só  uma  variável,  que  é  uma  excepção  ao  de  Ampere,  tal  como  este 
sábio  o  enunciou,  está  incluído,  como  é  fácil  de  mostrar,  no  theorema  mais  geral  precedente- 
mente enunciado. 

7.  Vejamos  outro  theorema  relativo  ao  apparecimento  das  funcções  arbitrarias  nas  deri- 
vadas successivas  de  z. 


E 


B  = 


dG 

da 


dXQ\' 

d  a 


e  portanto,  se  G  e  ajg  contiverem  uma  funcçâo  arbitraria  de  a  e  se  outra  funcção  arbitraria, 
derivada  de  qualquer  ordem  d'aquella  relativamente  a  a,  não  entrar  nem  no  integral  nem 
nas  derivadas  de  z  de  ordem  inferior  a  p,  esta  nova  funcção  de  a  entrará  em  B,  se  não  entrar 
em  um  factor  commum  ao  numerador  e  ao  denominador  da  fracção  precedente. 

Fazendo  em  G  variar  p,  deve  chegar-se  a  um  estado  em  que  esta  ultima  circumstancia 
se  dê,  visto  que  o  denominador  da  expressão  de  B  permanece  inalterável  e  o  numerador 
muda  constantemente,  por  mudar  a  funcção  arbitraria,  a  que  vimos  de  nos  referir,  e  o  factor 
que  a  encerra. 

Quando  este  estado  se  der,  B  e  as  derivadas  da  mesma  ordem,  a  que  se  applica  o  theo- 
rema demonstrado  no  n."  6,  contêem  uma  funcção  arbitraria  que  não  entra  nem  no  integral 
nem  nas  derivadas  de  z  de  ordem  inferior  a  jj. 
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Depois,  nas  derivadas  seguintes  de  z  em  ordem  a  a;^  devem  apparecer  novas  funcções 
arbitrarias  de  a,  derivadas  das  primeiras  relativamente  a  a.  E  o  que  mostra,  com  effeito,  a 
expressão 

dPz  _\da 

dxl..dxl...dx'l;^^...dx'„  '   (dx^\ ' 

pois  que  em  B  lia  uma  funcção  arbitraria  de  a,  que,  por  não  entrar  no  integral,  não  entra 

em  íCjj,  nem  portanto  a  sua  derivada  em  (  —z —  I. 

O  mesmo  se  diz  relativamente  aos  outros  argumentos. 

8.     Demonstremos  agora  o  theorema  seguinte: 

O  integral  de  uma  equação  ás  derivadas  parciaes  da  ordem  q  com  n  variáveis  independentes 
contem  pelo  menos  q  funcções  arbitrarias  distinctas  com  n  —  1  argumentos. 

Com  effeito,  o  numero  das  condições,  a  que  as  arbitrarias  têem  de  satisfazer,  é,  como 
vimos,  egual  a 

k[(m  +  n)Cn]  +  [(m  +  n-l)C(n-í)]  +  [(m  +  n-2)C{n-í)]  +  ...  +  [{m  +  n-q)C(n-l)]. 

D'estas  equações  k  [{m  -f  n)  C  n]  servem  para  determinar  os  argumentos  e  as  suas  deri- 
vadas relativamente  a  «i,  x-2,  . . .;  devem  portanto  as  restantes  ser  em  numero  egual  ou  in- 
ferior ao  das  funcções  arbitrarias  e  suas  derivadas  em  ordem  aos  argumentos,  que  entram  no 
systema  de  equações  que  resultam  de  derivar  o  integral,  até  á  ordem  m,  relativamente  a 

Vamos  determinar  este  ultimo  numero. 

1."  Se  no  integral  entram  g  funcções  arbitrarias  com  l  argumentos  cada  uma,  o  numero 
das  funcções  arbitrarias  que,  por  esta  parte,  entram  no  systema  que  resulta  de  o  derivar 
relativamente  a  xi,  x-2,  .  .  .,  x„,  até  á  ordem  m,  é  egual  a  g  [(m -{- 1}  C T]. 

2."  Supponliamos  que  no  integral  entram  também  funcções  arbitrarias  obtidas  por  deri- 
vação de  algumas  das  que  vêem  de  ser  mencionadas  relativamente  aos  argumentos,  conside- 
rados como  variáveis  independentes. 

Consideremos  uma,  de  ordem  6,  e  vejamos  qual  o  numero  de  funcções  arbitrarias  que 
introduz  no  systema,  que  não  estejam  comprehendidas  no  caso  primeiro. 

O  numero  das  derivadas  de  ordem  m  d'esta  funcção  arbitraria  relativamente  aos  seus 
argumentos  (Francoeur,  ed.  de  Coimbra,  parte  iii,  pag.  39)  é  egual  a 

[(m  +  l-í)C{l-l)]; 
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e  estas  derivadas,  por  serem  de  ordem  m-\-(),  nSo  estão  compi-ehendidas  entre  as  funcções 
arbitrarias  consideradas  no  caso  primeiro. 

Do  mesmo  modo  o  numero  das  derivadas  de  ordem  m—l,  m  —  2,  ...,  m  —  6+1  da 
funcção  considerada  relativamente  aos  seus  argumentos  são  respectivamente  eguaes  a 

[{m  +  l-2)Cil-í)],  [{m  +  l-3)C (1-1)1  •••>  [(m  + 1-6)0(1-1)]. 

Logo  o  numero  total  das  funcções  arbitrarias  introduzidas  de  novo  é  egual  a 

[(m  +  l-l)C^l-í)]-{'[(m  +  l-2)C[l-l)]-^...+  {(m  +  l-d)C(l-l)]. 

3."  Se  no  integral  da  equação  proposta  entram  funcções  provenientes  da  integração  das 
funcções  arbitrarias  consideradas  no  caso  primeiro,  relativamente  aos  argumentos,  é  fácil  de 
ver  que,  para  achar  o  numero  das  funcções  arbitrarias  derivadas  d'estes  integraes,  que  não 
entram  no  caso  primeiro,  temos  de  sommar  números  que  coincidem  com  os  das  combinações 
de  certos  números  de  lettras,  inferiores  bl  m-\-l,  tomadas  l — 1  a.  l  —  1,  l  —  2  a  l  —  2,  l  —  3 
ai  —  3,  etc. 

Consideremos,  com  effeito,  o  integral  fff  ■  •  •  f  '^da'd^^ . . .  Derivando-o  até  á  ordem 
m  relativamente  aos  argumentos  cujas  diflferenciaes  não  entram  neste  integral,  obtemos  um 
grupo  de  arbitrarias,  que  não  entram  no  caso  primeiro,  cujo  numero  é  egual  ao  das  combi- 
nações de  «i-f-í  letras,  tomadas  t  a  t,  t  repesentando  o  numero  de  argumentos  que  entram 
em  tp  e  cujas  differenciaes  não  entram  na  expressão  considerada,  o  qual  é  porisso  menor  do 
que  l. 

Podemos  pois  dizer  que  é  condição  necessária  pai-a  que  o  integral  seja  geral  a  seguinte: 

[(m  +  n-l)C(n-l)]  +  [(m  +  n-2)C(n-l)]  +  ...  +  [(m  +  n-q)C(n-\)]<g[(m+l)Cq+g', 

onde 

^'  =  S[(7n  +  A)C(í-l)]  +  S'[(m  +  B)C(Z-2)]+..., 

A,  B,  ...  representando  números  inteiros  positivos,  inferiores  a  l. 

Sendo  a  mais  alta  potencia  de  m  no  primeiro  membro  de  grau  n  —  1  e  de  grau  Z  a  do 
segundo,  e  devendo  esta  desegualdade  ter  logar  qualquer  que  seja  m,  temos  pois 

que  é  o  que  se  queria  demonstrar. 
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Determinação  dos  argumentos  e  suas  propriedades 


9.  Demonstradas  as  propriedades  geraes  dos  integraes  das  equações  de  ordem  qualquer 
e  com  um  numero  qualquer  de  variáveis  independentes,  vamos  agora  procurar  as  equações 
que  determinam  os  argumentos,  seguindo  o  mesmo  caminho  que  Ampere,  generalisando  porém 
o  seu  processo  para  um  numero  qualquer  de  variáveis  independentes. 

Para  mais  simplicidade  na  exposição  consideraremos  as  equações  de  segunda  ordem ;  porém 
o  que  vamos  expor  applica-se  ás  de  uma  ordem  qualquer. 

Seja  a  equação  proposta 


r  d-z 

(1)  Y\xi,  x-i,  ...,  x„,  z,  2H,  p-2,   .  •-,?»,  —2, 

|_  axi 


d-z       d^  z  d'^  z 


dx[ '  dxi  dx-2  dx'n 


=  0, 


onde 


dz  dz  dz 


Representando  por  a  um  argumento  do  seu  integral  e  suppondo 


podemos  tomar  a  em  logar  de  a-j  para  variável  independente,  e  temos  assim  as  equações  si- 
multâneas 

da        da   /dxft'^ 


I  dx„       dxfj  \dXi 
(2)  {   da        da    / dx^ 


dxy,    '   dxb  \dxu/         ' 


fdxfj\     /dxfj\ 
que  determinam  a,  quando  se  conhece  1 -^ — ji  (  -^ — 1,  ....  quantidades  que  vamos  deter- 
minar por  meio  da  equação  proposta. 
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Para  isso,  derivando  (1)  m  —  2  vezes  em  ordem  a  aífj,  resulta 

dF    d«'z      V      (^F  d-^z  d¥         d"'z  ^      dF  d^^z  ^ 

, d2 2  ■  d<  ^ ""  ,     d^z      dx"'-^  dx„ ^  "^     d^  z'  dx'"-'  cí«^  ,    d^-^      «^«n'"^ <ixo  ^<^  ' 

dxi  dx^  dXy  dx-  dx^  axu 

onde  R  contem  as  derivadas  de  s  de  ordem  inferior  ame  onde  a  n  e  u  se  devem  dar  todos 
os  valores  desde  1  até  n,  excluindo  6. 

Tomando  na  equação  precedente  a  para  variável  independente  era  logar  de  Xf,,  acha-se, 
pelas  formulas 

/     d 


dx'll~^      \  d"'z  d'^z         /dx(, 


dx,       /  efe™-*  dx,  f/a™        \  dx,  ' ' 

á'"-*z    \ 


dx'^-''^dx„  j  cV"z  d">z        /ftef/ 


dx,        /  dxj'--dxl         dx'll~^dx„   \dx,. 


/ ,    d'"-^  z 
d 


dx^-^dx,  \  d'"z  d'"z        [dx 


- 


dxu       /        dx™-'^  dx,  dxu      (?«"'-'  dx,   \  dx„  j ' 

d"'z_\     da      / 
dx'^  (dx^ 

d  a 


uma  equação  da  forma 


(,á"'-'  z\ 


\da) 


onde  P  e  Q  representam  expressões  que  só  dependem  das  derivadas  de  z  de  ordem  inferior 
ame  das  derivadas   de  ordem  m  que  entram  nos  primeiros  membros  das  equações  ante- 


riores. 
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Mas,  por  outra  parte,  demonstrou-se  no  n."  7  que  pôde  sempre  dar-se  a  m  um  valor  tal 

d"'  z       . 
que  em  exista  uma  fuucçào  arbitraria  de  a  que  não  entre  nas  derivadas  de  z  de  ordem 

b 
inferior  a  to;  e  esta  funcção  arbitraria  não  entra  também  nas  derivadas 


/    ã"'-^z\  /  d'"-'z    \  /  d"'~^z 

í     d^^  \  (  dx'll-^dx„\  l  dx^-^do^, 

\    dx„     I  '  \  d^„       /'  \  'd^,, 
visto  que,  para  as  deduzir  de 


dxp»'    ífe^J'-2fte„' 


deve  considerar-se  a  como  constante. 

Logo  a  funcção  arbitraria  considerada  entra  no  coeficiente  de  Q  e  não  entra  nem  em  P 
nem  em  Q;  e  estas  expressões  devem  ser  porisso  separadamente  nuilas. 

Temos  pois 

dv\  dv,,  dx  dx-  dx  dx 

0  6»  V  r         !i 


equação  ás  derivadas  parciaes  de  primeira  ordem,  e 


P  =  0. 


Por  meio  das  equações  (2)  e  (3)  vê  se  ainda  que  a  satisfaz  á  equação  ás  derivadas  par- 
ciaes de  primeira  ordem 


dF    /day-      ^      dF         da     da  jTF^    /(^«y      ,^^       dF        da    da  _ 


, d'^ 3  \dx(J  d-z     ' dx^,  '  dx()  d-  z  \dx^,  j       *^        d^z     dx^  '  dx^^ 

dxl  dx^  dx  dx'^  dx  dx 


Consideremos  dois  casos  particulares  d'estas  formulas,  de  que  teremos  de  usar  adeante. 
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1."  Se  o  argumento  et  fôr  egual  a  a-f,,  a  equação  (3)  dá 


„     ,  á*  z 

logo  cm  (1)  nao  deve  entrar  neste  caso  -j-^. 

dx-^ 

Conclue-se  d'aqui  que  cada  argumento,  que  se  conhece,  pôde  servir  para  transformar  a 
proposta  n'outra  mais  simples,  tomando  este  argumento  para  variável  independente. 
2."  Se  a  depender  somente  de  duas  variáveis  xq  e  a?..,  a  equação  (3)  dá 

dY  d¥        fdxn\        d¥    [dx(> 


,á^z       -    d'Z      \dx„/    '    jd^z  \dxi, 
da?.         dx,,  dx  da^ 


e  c(  satisfaz  porisso  á  equaçào 


áF     /daV  ,       c/F        da    da    ,     áF     /day  _ 


■jd-z  \dxi,  j     '         d-z     dx(j ' rfx ,    '    jd-z  \ dx, 
dx?  dx,,  dx  dx'^ 

Se  o  integral  da  equação  proposta  contiver  dois  argumentos  eguaes,  que  dependam  só- 

mente  de  xq  e  a;,,,  os  dois  valores  de  ( I,  dados  pela  primeira  equaçào,  devem  ser  eguaes, 

e  portanto  os  coefficientes  da  equaçào  proposta  devem  satisfazer  á  condição 

rt-s     Td-g 
dx^       da? 

Se  o  integral  da  equaçào  proposta  contiver  dois  argmnentos  eguaes  a  xi,,  a  relação  ante- 
rior mostra  que  deve  ser 

^d*z      "'     ^     diz  ' 

C^  dXf^  dx^, 

e  que  porisso  aquella  equação  não  deve  conter  -y-^  nem  -j-^. 
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IO.     Se  houver  ^ó  duas  variáveis  independentes  x  e  y,  as  formulas  (2)  e  (3)  reduzem-se  a 

ÉIa.^  ÍÈL]  =0 
dx       dy  \dx)         ' 

dt        ds    \dx/        dr   \dx/  ' 


onde 


d^  z             d-  z             d-  z 
g  ^^ ^  = 

dx- '  dx  dy '  dy^  ' 


d-  ^ 

11.     Se  o  valor  da  -j— 5-,  tirado  da  formula 
^^6 


dpQ 

d  a 
dx^,       /dxi,\ ' 


^) 


contem  uma  funcção  arbitraria  de  a,  que  não  entra  nas  derivadas  de  ordem  precedente,  não 
é  necessário  derivar  a  proposta  para  fazer  a  transformação  indicada  precedentemente,  pois 
que  fazendo  m  =  2  nas  formulas  do  n."  9  obtêem-se  as  relações  que  servem  para  transformar 
a  proposta  n'outra,  que  se  decompõe  nas  duas 

P  =  0,     Q  =  0. 

No  caso  de  duas  variáveis  independentes  estas  relações  são 


í)-'-^HÈ)'(â)=^+'(í)' 


\da 


dyV 
da) 

onde  p  =  -j— ,  q  =  -j— ,  das  quaes  adeante  havemos  de  usar. 


CAPITULO  11 


Traiisfox^maçoes  das  eqiiaçoos 
ás  derivadas  parciaes 


12.  O  que  vamos  dizer  n'este  capitulo  applica-se  no  caso  de  a  equação  proposta  ter  um 
numero  qualquer  de  variáveis  independentes,  todavia,  para  simplicidade,  supporemos  que  a 
proposta  só  tem  duas  e  portanto  é  da  forma 

(1)  F  (x,  y,  2,  p,  q,  r,  s,  t)  ==  0. 

Nào  ha  um  methodo  geral  para  integrar  a  equação  (1),  recorre  se  por  isso  muitas  vezes 
á  mudança  das  variáveis  independentes  ou  dependente,  para  a  reduzir  a  uma  forma  anteci- 
padamente estudada.  E  d'esta  transfoi  mação  que  vamos  tractar. 

13.  Mostrou-se  no  capitulo  precedente  que,  tomando  os  argumentos  para  variáveis  inde- 
pendentes, pode  transformar-se  a  proposta  n'outra  mais  simples. 

No  caso  de  se  poderem  obter  por  qualquer  processo  os  argumentos  em  funcção  de  a;  e  y, 
a  transformação  é  fácil  e  vamos  effeitual-a. 
S^am 

as  duas  equações,  que  ligam  as  novas  variáveis  a  e  ,5  com  as  antigas  x  e  y,  sem  suppor 
ainda  que  a  e  ,3  são  os  argumentos  do  integral  de  (1).  Teremos,  para  transformar  (1),  de 
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empregar  as  formulas: 


dz     da       dz     d'^ 
da'  dx       dj3  '  dx^ 

dz    da       dz    d^ 
da'  dy       d^'  dy'' 

d^z    (daV-  .  „    d'^z      dfi    da   .  d^^zíd^^V  .    dz     d^^a   .    dz    d^^    * 


'"     da^'\dx)    '^^dad^'dx'dx'^d^^\dx)    '^  da'  dx^^  d^  dx^' 

^_d^z  da  da        d^-z     ida  d'^      da  ^\    ,  ^   d^   d^         dz     d^  a       dz     d^  p 


da^' dx' dy      dadfi  \dx' dy      dy' dx/       d^-'  dx'  dy  '      da' dxdy      d'^' dxdy' 
^"d^^    [d^J    '^    dad'^'  dy'd^  '  d^rAdy)   '^  da'  dy^^J^'  dy"-' 
Obteremos  assim  a  equação 

(d^-z       d^z       d^z      dz      dz  \ 

^^^  *  W'  .7^"c7p'  -df-'  Ta'  rfp'  "'  "'  7  =^- 

1."  Se  cí  e  ,8  forem  os  argumentos  do  integral  de  (1),  devem  ser  nuUas  as  derivadas  de 

d~  z      d- z  „      -  „ 

(z)  em  ordem  a  -^-^  e  -j^,  e  a  equação  (2)  toma  a  lorma 
da-       dá- 


d'^  z       dz      dz 


*  (  jr^>  -:77>    JQ7  2>  «>  ?)  =0- 


Esta  transformação,  devida  a  Euler,  é  aproveitável  quando  as  raizes  Xi  e  X2  da  equação 

ar  ds  dt 

são  funeçÕes  somente  de  o;  e  jí;  pois  que  os  argumentos  a  e  [5  devem  satisfazer  ás  equações 
ás  derivadas  parciaes  de  primeira  ordem 

d¥  (d<t\^^ _^dY^  da  da       dY  (da\^  _ 


dr    \dxl  ds     dx  dy        dt    \dy j 

dr    \dxj  ds    dx   dy        dt     \dy/  ' 
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ou 


dn  da     d'^  d[-i 

dx  dy"*    dx  dy'' 

e  porisso  devem  coincidir  com  os  argumentos  das  funcções  arbitrarias  que  entram  nos  inte- 
graes  d'esta8  equações. 

2."  A  condição  para  que  em  (2)  não  entre  -z-  é 


dF    da       áF    da       d¥    d^a       dF     d^ a        d¥    d^^_r. 
dp  '  dx        dq  '  dy        dr      dx^        ds    '  dx  dy        dt    '  dy^ 

dz 
A  condição  para  que  desappareça  -77-  resulta  da  precedente,  mudando  a  em  |5. 

Se  os  argumentos  a  e  p  do  integral  satisfizerem  a  uma  d'estas  condições,  a  equação  (2) 
toma  uma  das  formas 

/  d'^z        dz  \ 

/  d'^z        dz  \ 

3."  Se  os  argumentos  forem  eguaes  e  tomarmos  o  seu  valor  para  uma  das  variáveis  in- 
dependentes, a  equação  (2)  reduzir-se-ha  á  forma 

(d^z     dz  \ 

,     ■      1       d/"  z        d"  z  ,  -     .  dz 

onde  nao  entram  (n.    'J)  as  derivadas  -^-^  e  -; — j— ,  nem  também  a  derivada  -=— .  Esta  ultuna 
'  aaS-      dadx  da 

circumstancia  foi  demonstrada  por  Ampere  do  modo  seguinte. 

As  expressões  das  derivadas  -^  e  -3-5-,  tiradas  do  integral  da  equação  considerada,  con- 
têem  só  as  funcções  arbitrarias  de  a  que  entram  no  integral,  e  a  expressão  da  derivada  de 
-j—  contem  uma  nova  funcção  arbitraria  de  a.  Logo  se  a  equação  considerada  contivesse  -y—, 
e  se  portanto  fosse 

dz      ^    {d?z     dz  \ 
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as  expressões  mencionadas  precedentemente  não  poderiam  satisfazer  a  esta  equação,  visto  que 
introduziriam  no  seu  primeiro  membro  uma  funcção  arbitraria  que  nâo  existiria  no  segundo. 

14.     Também  se  pôde  transformar  a  proposta  mudando  de  variável  dependente. 
Suppondo 

sendo  u  a  nova  variável  dependente,  as  formulas  para  esta  transformação  são 

dx      du'  dx^ 
dy       du'  dy^ 

dx^         dxdu' dx       du^  \dx/         d,u'  dx^'' 

_    '^'/    1     ^^f     ^^    1    ^"'f    í^"    ^^    ,     f^V     <^»    ,    df     d"-  u 
j í..    I    ,1 ;. .  •  ,7..    I     j.t  '  .7-.  *  j..     I      /  .    7..  •  j__  ~r " 


í/x  dy      dx  du  '  dy       du^  '  dx  '  dy      du  dy '  dx       du  '  dx  dy' 

^_d^f  d^-f     du^d^/ãuy^-  (Pu^ 

dy^         dudydy   '   du^   \dy/         du' dy^^ 

e  reduzem  a  equação  (1)  a  outra  da  forma 

d'^  u       d^  ti       d^  u      du      du 
dx-  '    dx  dy'     dy^  '    dx '    dy ' 


'^  [ij:^'  :u:i:.^  -^n^'  iz^  -^rr.^  "'  ^>y)=^- 


Por  esta  transformação  não  se  pode  fazer  desapparecer  nenhuma  das  derivadas  pareiaes 
de  segunda  ordem. 

15.  Pôde  também  transformar-se  a  proposta  mudando  ao  mesmo  tempo  de  variáveis  in- 
dependentes e  dependente. 

O  estudo  dos  trabalhos  de  Ampere  sobre  este  objecto  e  dos  trabalhos  de  Lagrange  sobre 
a  variação  das  constantes  arbitrarias  nos  integraes  das  equações  ás  derivadas  pareiaes  levou 
Imsehenetsky  a  um  modo  muito  geral  e  simples  de  eífeituar  esta  transformação,  que  vamos 
expor. 

Seja 

(3)  z  =  to(«,  y,  «,  p,  -/i), 

sendo  a  e  jB  as  novas  variáveis  independentes  e  vj  uma  nova  variável  dependente. 
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Tiremos  d'esta  equação  os  valores  das  derivadas  p,  q,  r,  s  e  t  para  os  substituir  na  pro- 
posta (1),  e  determinemos  as  novas  variáveis  a  e  ^  de  modo  que  p  Q  q  tenham  o  mesmo 
valor,  que  teriam,  se  et  e  ^  fossem  constantes,  para  o  que  deve  ser 

dii)  ,    dia    dr^  dw  ^  dm    dr^  _ 

^^  Tã^d^''da^'      d?    '    á^"7;í~    ' 

equações  que  escreveremos,  para  brevidade,  do  modo  seguinte: 


Virão  as  egualdades 


i'  =  -x:'    í 


dx '     -'       dy' 


^  dl»  ^  d  O) 

o o 

d- z         á- CO  dx     da    ,       dx     d'i 


dx^         dx^    '     ^a    '  dx    '     5  3      ácc ' 


^  rfto  ^  dm 

d^ z         d-m  dx     da    ,       dx     dS 


dx dy      dxdy  '     ia    '  dy         í  ,3    '  c/y ' 

^  dm  ^ dm 

•  d-z         d-m  dy     da  dy     d'^ 

dy^  dy-     '     òa    '  dy    '     ò^    '  dy  ^ 

que  se  podem  escrever,  para  brevidade,  do  modo  seguinte: 

d- z       d-  m    ,   ,         d-z         d- o>  d-z       d-m       j 

Ix^^l^^    '     d^y^d^~    '     If^llf^  '    ' 

onde 

^  dm  ^  dm  ^  dm  ^  dm  ^  dm  ^  dm 

,  dx     da  dx     á,3        .  dx     da  dx     d}  dy     da  dy     d^ 

òa    '  dx         ò^    '  dx^  òa    '  dy    '     ò^i    '  dy^  òa    '  dy         ô ^    '  dy ' 

e  ás  quaes  vamos  dar  outra  forma. 

VOL.  II  p 
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Derivando  as  equações  (4)  relativamente  a,  x  e  y,  resultam  as  relações 


c/x    ,     S-ío      da    .     ã-w     ã?j 


ria      '     o  a-      dx       ô  a  5  B  "  dx 


O, 


dx  ^  8- to     da        S-(u     áp 


B|5      '  Saíp'  rfa;    '     ãff^   *  dx 


dy 


O-  O) 


da 


ò-m      d'í,  _ 


S cí  tia-   '  dy       ZaZ'^'  dy 


^  dví 

dy        o- (O     f/a        í-oj      f/jj 
T?    '^í^^''dy^'^^^~d^^    ' 


j  j  ■  1  da.     da     d^     d?j  ,     .     .  , 

de  onde  se  tiram  os  valores  -^,  -j—,  -j-,  -t— ,  que,  substituídos  nas  expressões  precedentes 

de  ^,  A;  e  l,  dão: 


h  =  - 


k  =  - 


-2 


^  dm  .  c?to 
o-  (O       rix       da; 


Saã,3     3|3 


oa 


ã^(o  1       dx    \ 


(5H- 


^  dm    ^  c?co 
rfoj        d?/ 


sp 


r.,  A— 


_9 


^  fZio  ^  dm  A  (Zcu 

3-  CO       dy       dy       3-  lo  1      dy 


^  dm    ^  dm~\ 
ô^  to        dx        dy    I 

oá^       o  a        oa   J 


sendo 


--,  o- (O       o -to 

T^  ■  TF 


o-  to 


^       ,     f7-^z       í/^a       d^z  .  ^  , 

As  expressões  de  -í-;2'    "/"T/^'   "T^")  a-ssim  ti-anstoi'madas,  substituam-se  na  proposta  e 


flesenvolva-se  depois  o  seu  primeiro  membro  pela  formula  de  Taylor.  Teremos 


„  (  d  (O     d  to     d-  (O       ,         d^  O)  d-  (o       , 


F 


d  CO     d  (O     cZ- 10     fi"^  10      d- 


""'  'J'  '"'  i:::^  ^/tt' 


áa; '    í/^  '    c/x-"-'  '  dx  dy'    dij- 


f7F  c7F  fZF  1         (/^F 

-  a-  to  tt-  to  j  í/   to  -^     7  /  *"  "^  \ 

c/as^  (Z.e  dy  dy'^  \dx  dy] 

equação,  que,  substituindo  por  /«,  /.•,  Z,  to,  a;  e  ?/  os  seus  valores,  toma  a  forma 


^^''  ^  Ua-^'  dad^^'    r/fr^'    t/c('    t/p'  '"  "'  '',i  " '^^ 


Se  (3)  é  um  integral  particular  da  proposta,  vera 


'^^   l^     '^^    z.  .     '^F   7  :    1         ^''í"       z--'  I  o 


dx'^  dxdy  dy'-^  \dxdy, 

onde  se  devem  substituir  também  /«,  ^,  /,  to,  x  e  y  pelos  seus  valores,  o  que  a  reduz  á 
forma  (5). 

Posto  isto: 

1."  Se  a  fôr  um  argumento  do  integral  pedido,  será  também  um  ai-gumento  do  integral 
de  (5),  visto  que  no  integral  da  proposta  deve  entrar  ir,;  portanto,  segundo  o  que  se  demons- 
trou no  capitulo  precedente,  (5)  não  deve.conter  — ^,  e  tem  por  isso  a  forma 


d-  r,       d^  •/]       dr^       d-q 


"y^k^  ^p^'  ^'^■^'^^=^- 


d- r       d-r 
2."  Se    a    e    |5    forem    argumentos    do    integral    da    proposta,    deverá   faltar    -j-~  e  -j^', 

íogo  (õ)  deverá  reduzir-se  á  forma 


'  d-^-n       d-r      d-r 


*fc/p-'    Jc!'   7,3'"'"""^)=^' 
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e,  se  íGr  «  =  fl,  á  forma 


*©.íí.'.«.í'i=»- 


3."  Se  a  e  jil  não  forem  argumentos  do  integral  pedido,  a  proposta  transformar-se-ha 
n'outra,  que,  sem  ter  as  simplificações  que  tem  nos  casos  considerados,  pôde  todavia  ser 
algumas  vezes  mais  fácil  de  integrar  do  que  aquella. 

16.  Finalmente  exporemos  uma  transforniaçào  da  equação  (1),  que  dá  origem  a  um  me- 
thodo  de  integração,  que  contem  como  caso  particular  o  methodo  de  Laplaee  e  a  generalisa- 
ção  que  delle  deu  Imsclienetsky,  a  qual  adeante  desenvolveremos. 

Seja  u  uma  nova  variável  dependente  e 

(6)  u=f{x,i/,z,p,q). 

Derivando  esta  equação,  resulta 

du       df      df         df         cif 

du       df       df  df         df         ,  ^ 

Se  eliminarmos  entre  estas  três  equações  e  a  proposta  três  das  quantidades  z,  ]),  q,  r,  s  e  t 
e  desapparecerem  ao  mesmo  tempo  as  outras  três,  virá  uma  equação  de  primeira  ordem 

/  du     dn\ 

Tirando  o  valor  de  u  d'esta  equação  e  substituindo-o  em  (6),  vem  outra  equação  de  pri- 
meira ordem,  que,  integrada,  dá  o  valor  de  z. 

Se  pela  eliminação  precedente  chegarmos  ao  resultado 

j.  í  du      du\  ^  (  du      du\ 

^=/.  \^.  y,  ",  ^,  ^),  P=S-i\^.  y.  «,  ^,  ^j, 

vem,  derivando  a  primeira  equação  e  attendendo  á  segunda,  a  equação  linear,  de  que  adeante 


nos  occuparemos: 
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dx        du   dx 


(Ifi    d-^u       clfi      d-^u 
d'^  '  dx-        d^  '  dx  dy 


-f-2  =  0, 


a  qual  determina  o  valor  de  it.  Depois  a  equação  z=fi  ix,  y,  m,  -5—,  -7—)  det 


ermina  z. 


Se  chegássemos  a  duas  equações  que  determinassem  z  e  q,  r  e  p,  s  a  p,  s  e  q  ou  t  e  q, 
procedia-se  do  mesmo  modo. 

Vejamos  agora  quaes  as  condições  para  que  esta  theoria  se  possa  applicar. 

Se  designarmos  por  «,  6,  c  e  e  quatro  quaesquer  das  quantidades  z,  p,  q,  r,  sei,  devem 
ser  identicamente  nuUos  um  certo  numero  dos  determinantes  funecionaes 


dF  dF  dF  dF 

~d^r  líb'  de  '  de 

df  df        df  df 

da'  db'      de'  de 


d'f 
lã'     ~db'    ~dã'    ~dê 


d'\> 
lã' 


'■? 


'? 


d'^        d'}f        d'^ 
~db'    ~dc'    ~dã 


para  ser  applicavel  o  methodo  precedente. 

Por  exemplo,  v,  sei  eliminam-se  conjunctameute,  quando  é  identicamente  nullo  o  deter- 
minante 


dF     dF     dF 

dv '     ds  '     dt 


df_      df^ 

dp  '     dq 


,     O 


O, 


dp  '     dq 
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Temos  assim  as  equações 


u=f{x,  y,  z,  xh  q),     f-2  [x,  y,  z,  p,  q,  -£,    ~j  =  O. 


Se  forem  identicamente  nullos  os  determinantes  funccionaes 


df 

df 

dz' 

dq 

df.2 

df.2 

dz' 

dq 

dl  df 

dp '  dq 

dfi  dfi 

dj)  '  dq 


z  e  p  eliminar-se-híio  ao  mesmo  tempo  que  q  nas  duas  ultimas  equações  e  virá  uma  equação 
de  primeira  ordem,  que  dará  o  valor  de  u. 


CAPITULO  JII 

EcivxaçSo  d©  Alongo  e  Anipèr© 

17.  Vamos  integrar  a  equação 

(1)  H7-  +  2Ks  +  L<  +  M4-N  (»•<-«•-)  =  O, 

que  foi  estudada  por  Monge,  no  caso  de  ser  N  =  0  e  de  admittir  um  integral  intermédio,  e 
mais  tarde  por  Ampere  com  toda  a  generalidade.  E  os  processos  de  integração  seguidos  por 
estes  dois  geómetras  que  vamos  expor. 

Mcthodo  (Ic  Moiií?e 

18.  A  equação 

U  =  'f(V), 

sendo  U  e  V  duas  funcções  de  x,  y,  z,  p,-  q  e  '^  uma  funcção  arbitraria,  equivale  ao  systema 
de  duas  equações  simultâneas  U  =  a,  \='fi,  em  que  a  e  |3  são  duas  constantes  arbitrarias. 

DifFerenciando  estas  duas  equações  e  eliminando  -~-  entre  as  equações  assim  obtidas: 

^  ^a;  +  -^  <^3^  +  -^  (Pí^«  +  2<^2/)  +  -x;-  i^^x  +  sdy)  +  —  {sdx  +  tdy)  =  O, 

dV  ,     ,   dV   ,     ,   dY  ,    ^     ,      j  ,  ,   dY ,  ^     ,      ,  ,  ,   '^/V  ,    ,     ,     ^  ,      ^ 
~dx     ^^~dy   ^^Iz  ^^      "^  ^^^  "^  'dp  ^'^      +sdy)  +  ^{sdx  +  tdy)  =  O, 

resulta  uma  equação  da  forma  (1).  Conclue  se  d'aqui  que  a  equação  (1)  pôde  ter  um  integral 
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da  foi  ma  indicada.  Devemos  todavia  notar  que  do  que  precede  nao  resulta  que  o  tenha  sempre, 
e  que  se  conhecem  mesmo  casos  era  que  iiào  existe  integral  intermédio. 

Inversamente  a  equação  proposta,  que  determina  uma  só  das  três  quantidades  7',  sei, 
combinada  com  as  expressões 

clp  =  i-(lx-\-sdi/,     dq  =  sdx-\-tdy 
dá  as  equações 

B.{dxdj>  —  dydq)  +  2Kdxdq-^Mdx^-^dq^  =  —  l[Vídy^--2^dxdij^l.dx^^'^{dxdp+dydq)\, 
'L{dydq-dxdp)  +  2Kdydp  +  'Mdy'--^dj}-^  =  -r[lídy'—2Kdxdy  +  'Ldx^+-í:i(dxdp  +  dydq)], 
Rdydp  +  Ldxdq  +  'M.dxdy  +  'i:ídpdq  =  s[B.dy^  —  2Kdxdy-\-'Ldx^-  +  'í^{dxdp  +  dydq)], 

que  se  decompõem  nas  quatro  seguintes: 

IIÍ(dxdp-dydq)  +  2Kdxdq  +  Mdx^--'!:ídq^  =  0, 
L  (dy dq  —  dx dp) +  2K dy dp  +  M c/^-  —  N dp^  =  O, 
'B.dydp  +  lu  dx  dq  +  M  c?íc  íZí/  +  N  dp  dq  =  O, 
H  dy-  —  2Kdxdy-\-'Ldx--[-ls  (dx  dp  +  dy  dq)  =  O. 


(2) 


Combinando  a  ultima  equação  com  cada  uma  das  precedentes,  forma-se  um  só  systema 
distincto.  Consideremos  pois  o  systema  formado  pela  primeira  equação  e  pela  ultima  e  trans- 
formemol-o  n'um  systema  linear  relativamente  ás  differenciaes,  que  entram  n'elle. 

Por  ser 

dx  dp  -\-dydq  =  r  dx^  -{- 2  s  dx  dy -\- í  dy^, 
a  ultima  equação  transforma-se  na  seguinte: 

(H  +  N  <)  í^y-  -  2  (K  -  N  s)  dx  f7^  +  (L  +  N  r)  dx^-  =  O, 
que  dá,  attendendo  á  proposta  (1)  e  pondo 

a  equação 

«'/  = =T — dx. 
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ou,  por  ser  ãq  =  sdx-\-tdy, 

-R<Í7j  +  -Sdq-(K  +  V'G)dx  =  0. 

A  primeira  das  equações  (2),  em  virtude  da  equação  precedente,  dá  depois 

H  áp  +  (K  +  v/G)  í?2  +  M  fZa;  =  0. 

Temos  pois,  para  integrar  a  proposta,  de  empregar  as  três  equações  ás  differenciaes  ordinárias 

\}idy  +  J^dq-{K+/G)dx  =  0, 
(3)  <Rdp  +  {K±/G)dq  +  Mdx  =  0, 

(  dz  =p  dx-\-q  dy, 

correspondentes  ao  signal  superior,  ou  as  que  correspondem  ao  signal  inferior,  e  ligar  os  seus 
integraes  U  =  a  e  V  =  ^  por  uma  funcção  arbitraria. 

E  este  o  methodo  de  Monge,  que  foi  depois  completado  por  outros  geómetras,  como  va- 
mos ver. 

19.  Para  integrar  cada  systema  das  equações  simultâneas  (3),  quando  esta  integraç<ão 
não  pôde  fazer-se  immediatamente,  pôde  seguir-se  o  processo  seguinte,  devido  a  Boole. 

Se  u  =  c  é  um  integral  de  um  dos  systemas  das  equações  (3),  devem  ellas  tornar  identi- 
camente nuUa  a  equação 

,        du  .     ,   du  -,     ,   ãu  .    ,   ãu  ^     ,   du  . 
au  =  -=—  ax  -f-  -^—  ay  4-  -r-  az  +  -r-  dp  -+-  —r-  do 
dx  dy    ^       dz  dp   ^  ^    dq    ^ 

du  ,   du         L    c/m   ,  K  +  V^G    du~,  , 

dx 


para  o  que  deve  ser 


(4) 


_rdM      du     _L    du      K±VG   dul 
,   rdu      du         K-^\/'Gc   du      H    dul  ,       ^ 

+ld^+d^^+—w~-i^-^-i^r^==^^ 


du       du  Jj    du      K  +  v/g    du      ^ 

^^'=d^  +  7hP-¥-dj-y+^^—-d^  =  ^' 

I       _  rfu      j/m         H+y/G   rfií  _  H    du  _ 
^~dy^dz  ^^        íí        •d^~^'d^~^' 


equações  ás  derivadas  parciaes  simultâneas  com  cinco  variáveis  independentes. 
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A3  equações  (4)  podem  integrar- se  pelo  metliodo  de  Jacobi  ou  pelo  de  Boole.  Segundo 
aquelle  methodo  terão  três  integraes  distinctos  com  uma  constante  arbitraria  cada  um,  quando 
tiver  logar  identicamente  a  condição 

representando  por  (Hj,  H/,)  a  expressão 


(H„H,,-)  =  S, 


dx    '  ,  du  du  '    dx 

dx  dx 


estendendo  o  sommatorio  ás  variáveis  a;,  y,  z,  p^  q  e  representando  por  Aj  e  Aj  as  operações 

^~'d^'^irz^      ^'dp^        N        '  dq'- 

_jl_._d_        K  +  ZG  _^_H    ^ 
^~  dy^^^^         N         dp      ífdq' 

Para  que  a  expressão  (Hj,  H2)  seja  identicamente  nulla  são  necessárias  e  sufficientes  as 
condições 

(5)  G  =  0,     A.|  +  A,-^  =  0,     A.|  +  A,|  =  0. 

No  caso  das  condições  (5)  serem  satisfeitas,  os  systemas  de  equações  (3)  não  são  pois  dis- 
dinctos  e  o  systema  único  que  ellas  formam  admitte  três  integraes  distinctos. 

Nos  outros  casos  deve  juntar-se  ás  equações  (4)  a  equação  H3  =  (Hi,  H-2)  =  0;  e  temos  pois 
de  integrar  três  equações  ás  derivadas  parciaes  simultâneas  de  primeira  ordem,  a  que  satis- 
fazem dois  integraes  particulares  distinctos,  quando  tem  logar  as  condições 

(Hl,  H3)  =  0,     (H2,H3)  =  0, 

e  a  que  não  podem  satisfazer  mais. 

Em  ambos  os  casos  precedentes  obtem-se  um  ou  dois  integraes  intermédios  da  proposta, 
ligando  por  uma  funcção  arbitraria  dois  dos  integraes  particulares  obtidos;  depois,  pelos 
processos  de  integração  das  equações  de  primeira  ordem,  passa-se  para  o  integral  finito 
pedido. 


131 


As  equações  (4)  podem  ainda  ter  um  integi'al  só  ou  nenhum,  e  n'estes  casos  não  se  pôde 
applicar  o  methodo  de  Monge,  fundado  sobre  a  existência  de  um  integral  intermédio. 

Tudo  o  que  vimos  de  dizer  resulta  de  applicar  ás  equações  (4)  a  theoria  de  Jacobi  sobre 
a  integração  das  equações  ás  derivadas  parciaes  de  primeira  ordem,  estendida  por  Bour  ás 
equações  simultâneas  ('). 


Methodo  de  Ampere 


20.  Ampere,  por  um  estudo  completo  da  theoria  dos  integraes,  achou  formulas  para 
integrar  a  equação  (1)  sem  se  fundar  na  existência  de  um  integral  intermédio.  E  este  me- 
thodo, mais  geral  e  claro  do  que  o  de  Monge,  que  vamos  expor. 

Demonstrou-se  no  n."  10  que,  tomando  a  em  logar  de  y  para  variável  independente,  sendu 
«  um  argumento  do  integral  pedido,  e  suppondo  que  o  valor  de  í,  tirado  da  egualdade 


í  = 


Ta 


da 


contem  uma  funcção  arbitraria  de  a,  que  não  entra  nem  no  integi"al  nem  nas  suas  derivadas 
de  primeira  ordem,  as  relações 


(^)  (í)='+'(l).  (ê)=-+'(á 


transformam  a  proposta  n'uma  identidade,  que  se  decompõe  por  isso  em  duas  equações  simul- 
tâneas. Para  achar  estas  equações,  eliminemos  ?•  e  s  entre  as  equações  precedentes  e  a  pro- 
posta e  egualemos  a  zero  o  coefficiente  dé  í;  resultará  assim  o  systema  de  equações 

«[(È)-(í)(S]+-(l)+"-[(â)T=». 
H[(S)J--(È)+-+4©-(á)(â)]=°- 


o  Veja-se  a  memoria  sobre  a  Integração  das  equações  ás  dtrivadas  parciaes  de  primeira  ordem,  por 
V.  G.  Imachenetsky,  traduzido  do  russo  para  fiancez  por  J.  Iloiiel. 
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Para  transformai-  estas  equações  em  outras  lineares  relativamente  ás  derivadas  que  n'eilas 
entram,  eliminaremos  í-^)  e  (-r-j  "^  ultima,  o  que  dá 

ou,  resolvendo  em  ordem  a  i-j^j  e  attendendo  á  proposta  (1), 
onde 


(H+No(^j-K  +  Nsq:v^  =  o, 


G  =  K2-HL  +  MN. 
Esta  equação  dá,  eliminando-se  s  por  meio  da  segxinda  das  equações  (A), 

Em  virtude  da  equação  precedente  a  primeira  das  equações,  que  se  quer  transformar, 

dá,  eliminando  -^, 
dx 


H(S)+(KT/õ)Q+M  =  0. 

Resta  ver,  para  se  applicar  o  que  vem  de  dizer-se,  se,  no  caso  da  equação  (1),  entra  em 
t  uma  funcção  arbitraria,  que  não  entre  nas  derivadas  de  ordem  precedente  (n."  11).  Para 

isso  basta  eliminar  (-r-j  e  (j")  entre  as  equações  precedentes,  em  que  a  proposta  se  trans- 
formou na  hypothese  indicada,  e  as  relações 

(!)='+•  (ê).  (á) --'©)• 

Obtemos  d'e8te  modo  duas  equações,  que,  eliminando  (t^),  dão  a  equação  (1),  o  que 
prova  que  a  supposição,   que  fizemos,   é  verdadeira. 


\dx 
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De  tudo  isto  resulta  que  os  dois  systemas  de  equações,  a  que  se  reduz  a  integração  da 
equação  (1),  são 

(6)  |H(*)+(K-^G,(g)+M  =  0, 

'''i'VN(^)-K  +  t/Õ-0, 
(7,  JH(|)+,K  +  /<5)(J)+M^0, 

s) -''+«©• 

Estes  dois  systemas  de  equação  são  ás  derivadas  pareiaes,  sendo  no  primeiro  a;  e  a  as 
variáveis  independentes  e  no  segundo  x  e  [5,  a  e  ji  sendo  os  dois  argumentos  do  integral. 

21.  A  integração  das  equações  (6)  e  (7)  reduz-se  á  integração  de  equações  ás  differen- 
ciaes  ordinárias,  em  que  £c  é  a  variável  independente,  que  coincidem  com  as  que  empregámos 
no  methodo  de  Monge.  Aos  seus  integraes  devem  juntar-se  funcções  arbitrarias  de  a  ou  p, 
segundo  se  consideram  as  equações  (6)  ou  (7). 

Para  passar  d'um  integral  intermédio,  quando  existe,  para  o  integral  prim.itivo,  em  logar 
de  se  servir  das  equações  de  Lagrange,  como  faz  Monge,  Ampere  faz  directamente  uso 
d'aquelle  dos  systemas  de  equações  (6)  e  (7)  que  não  é  empregado  para  achar  o  integral 
intermédio. 

Seja,  com  effeito, 

/(a^í !/,  2)  P,  ?)  =  «,     F  [x,  y,  z,  p,g)  =  (?  («) 

o  integral  intermédio  de  (1),  obtido  por  meio  das  equações  (6). 

Derivando-o  e  tomando  a;  e  ^  para  variáveis  independentes,  resulta 

ãx  "^  eh/   \dx)  "^    dz    \dx)  ^  dp  \dx)'^  dq  Xd^e/  ~\dxj' 

dF      fZF  /^ 

dx        dy    \dxj    '    dz    \dxj    '    dp  \dxj   '    dq 


"^    '      \dxj  ^  dz    \dxj  "^  dp  \dxj^  dq  \dxj  ~'^  ''"^  \dx. 
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Eliminando  entre  estas  equações,  as  precedentes  e  as  equações  (7)  p,  q,   {-f-)  6  ("y    )> 

resulta  um  systema  de  três  equações,  nas  quaes  não  entram  senão  as  derivadas  em  ordem  a 
a;  de  y,  z  e  a,  que  se  podem  integrar  como  equações  ás  difFerenciaes  ordinárias;  o  que  leva  a 
três  equações,  onde,  por  ser  p  considerado  na  integração  como  constante,  entram  as  quanti- 
dades p,  tpi  (P),  !})2  (p),  sendo  (J)i  e  ({j-2  duas  funcções,  uma  das  quaes  é  arbitraria  e  a  outra  é 
dada  pela  i'elação 

a  que  restava  attender  para  considerar  todas  as  equações  ás  derivadas  parciaes,  a  que  z 
tem  de  satisfazer. 

Podemos  demonstrar,  como  fez  Ampere,  que  o  systema  das  equações  (7),  empregado  por 
elle  para  passar  do  integral  intermédio  para  o  primitivo,  está  comprehendido  no  systema  de 
equações  que  são  usadas  quando  se  emprega  o  methodo  de  Lagrange  para  o  mesmo  fim. 

Com  efifeito,  seja 

9(U,V)  =  0 

o  integral  intermédio  considerado.  Para  o  integrar  pelo  methodo  de  Lagrange,  temos  de  em- 
pregar as  equações 

dx        dy  dz  —  d-p  —  dq 


d'S>       do       do       ,    do  do    ,    do  do    ,    dcp     ' 

—  -      — —       — —  p -\ ~q      — ■ — P      — ' — r —    Q 

dp        dq        dp  dq  dx        dz  dy        dz 

das  quaes  a  primeira,  a  sigunda  e  a  quarta  e  conjunctamente  a  equação  (n."  19) 

d^,d<^         K-y/q  do       H   tZy  _ 

dy  "*"  dz  ^'^         N         dp  ~¥  lL^~ 

i~  y       i-     ■        -.      1      d^         ^      do    ,    do  .       .        -  ^       ,„, 

dao,  pela  elimmaçao  de  -p-  e  de  — 7^  +  — r-?,  a  primeira  das  equações  (7);  a  terceira  e  a 

T~        1-    •        ^      do    ^    do        do    ,    do  do  ,,  , 

quarta  dao,  eliminando  -j^-r—f-qi  ~r"^^T~P  ®  ~/      ^ntre  ellas,  a  precedente  e  a  equa- 
ção (n.°  19) 

c/x  "^  rfz  ^       N  ■  rf^  "^       N       ■  tZj         ' 
a  segunda  das  equações  (7);  e  a  primeira  e  a  segunda  dão  a  terceira  das  equações  (7). 
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Ao  que  vimos  de  dizer  sobre  o  methodo  de  Ampere  accreseentaremos  ainda  que  n'este 
methodo,  no  caso  de  haver  integral  intermédio,  empregam-se  as  mesmas  equações,  que  no 
de  Monge,  e  por  isso  aquelle  não  6  essencialmente  differente  d'este.  Podemos  mesmo  concluir 
que  não  é  mais  vantajoso  do  que  o  de  Monge,  por  causa  da  funcção  supérflua  que  introduz. 

22.  O  caso  de  as  equações  (6)  e  (7)  darem  só  uma  combinação  integrável  foi  estudado 
por  Ampere  pelo  methodo  da  variação  das  constantes  arbitrarias.  Por  um  estudo  attento 
d'e8te  methodo,  M.  Imschenetsky  chegou  a  um  modo  de  transformar  a  equação  (1),  applica- 
vel  aos  casos  de  não  haver  combinação  integrável,  de  haver  uma  ou  de  haver  duas.  Esta 
transformação  já  a  expozeraos  com  toda  a  generalidade  no  capitulo  II  e  vamos  agora  appli- 
cal-a  á  equação  (1),  de  que  unicamente  se  occupou  o  geometra  russo. 

As  equações  do  capitulo  citado  dão  para  transformada  da  equação  (1) 

o  a''  octop  op- 


onde 


-dm   ^dio  /■^dtíi     dm      .dm   ^dío\  ^dto  ^d<a 

<S       /'tT-UN^^"A    '^*      ^'^-J-Ík-     V  f^"'»  U  "^^«^      ly         dx       àij\       I  d^m\     dy       dy 

(^  f?o)\  -  ^  dm    ^  dm  '  A  f/o)\  ^ 


A  dm    ^  dm      ^  dm    ^  dm\ 
TT--Nr(  li^    !i^_li^        %   ) 


8a    ■    5,3  8,3 


oa 


e  portanto 

(8)  R^  +  2S^  +  T^^  +  Ut  =  0. 

da-  «a  f/p  c/p- 

Posto  isto,  suppondo 
uma  equação  obtida  por  meio  de  uma  combinação  integrável  das  equações  (6)  ou  (7)  e  inte- 
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grando-a  pelo  methodo  da  integração  das  equações  de  primeira  ordem,  resulta 

z  =  co(a-,  y,  z,  a,  ,3,  ■/;), 
em  que  a  é  um  argumento  do  integral;  logo  (n."  ló-l.")  é  R  =  0  e 

(9)  2S-/^;-+T^  +  Ui  =  0. 

Se  forem 

a  =/i  {x,  y,  z,  p,  y  I,      3  =/2  (a;,  y,  z,  ^,  q) 

integraes  de  cada  um  dos  systemas  (6)  e  (7),  resultará,  integrando  as  equações  simultâneas 
precedentes, 

z  =  (u(a?,  y,  z,  a,  ,3,  r,). 

Para  fazer  esta  integração,  basta  substituir  em  dz  =pdx  -\-  qãy  os  valores  de  ^  e  g-,  tirados 
das  duas  equações,  que  queremos  integrar,  e  depois  integrar  de  novo  a  resultante,  que  sa- 
tisfaz á  condição  de  integrabilidade,  como  é  fácil  de  mostrar,  attendendo  ás  equações  que 
resultam  de  substituir  nas  equações  (4)  do  n.°  19  u  por/i  e  v  por /o. 

Por  serem  a  e  [1  argumentos  do  integral  pedido,  é  (n."  lõ-2.°)  R  =  0,  S  =  0,  e  portanto 

Se  08  dois  argumentos  a  e  ,3  forem  eguaes,  o  que  tem  logar  quando  os  systemas  (6)  e  (7) 
coincidem,  vem  (u.°  15-3.°) 

(11)  T^  +  U,  =  0. 

Logo  a  integração  da  equação  (1)  reduz-se  á  das  equações  (8),  (9),  (10)  ou  (11),  segundo 
o  numero  de  integraes  que  tiverem  as  equações  (6)  e  (7). 

Pôde  obter-se  uma  infinidade  de  transformadas  da  equação  (1),  tendo  a  mesma  forma  que 
esta,  suppondo  que  z  =  cu  {x,  y,  z,  a,  ,3,  t,)  não  é  um  integral  particular  da  proposta. 

E  o  que  se  vê,  applicando  a  analyse  exposta  no  capitulo  II,  pondo 


r  f/co    ^cu     (Z-io      fZ^to      d-m'^ 

r'  ^'  '"'  Tte  '  "rfy  '  Tte^'  Tfe^'  ~dy^\  =  ^^' 
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e  notando  que  W  é  n'este  caso  difFerente  de  zero.  Resulta  assim  a  equação 

oa^  oaop  ôp-  Loa-      o.i-        xoaop/  J 

na  qual  o  coefficiente  de  W  se  trausforma,  substituindo  (o  pelo  seu  valor,  em 


dud^i  d3" 


6,  como  os  coeficientes  de  R,  S,  T,  transformados  do  mesmo  modo,  contêem  na  primeira 

.     d^r.        d^r,       d-r.  .  ^     ,  -    ,is  ^       ^  i  i    • 

potencia  -j-j,   -j — jV,   "jõti  segue-se  que  a  mtegraçao  da  equação  (1)  tiea  dependente  da  m- 

tegraçao  de  outra  da  mesma  forma,  em  que  y;  é  a  variavtíl  dependente  e  a  e  ji  são  as  variá- 
veis independentes. 

23.     O  methodo  de  Ampere,  como  este  sábio  notou,  não  se  applica  só  á  equação  (1);  é 
applicavel  a  muitas  outras  equações,  como  vamos  mostrar. 
Seja  proposta  a  equação 


(12) 


F(a;,  y,  Zíi»,  ?, '•,  s,  O^O- 


Tomando  n'ella  o  argumento  a  para  variável  independente  em  logar  de  y,  para  a  qual 
transformação  se  devem  empregar  as  formulas,  de  que  usámos  para  o  mesmo  fim  no  n."  20: 


(13) 


vem 


dp 
dx 


r-\-  s 


dy_ 
dx 


dx 


■  s^t 


dy^ 
dx 


t  = 


dg\ 


dq 


i) 


P+Q-í^  +  K 


(i) 


W 


dq^ 
(la 

LVf/a/J 


+  ...  =  0, 


que  será  satisfeita  pelas  equações  que  representam  o  integral  de  (12),  fazendo  n'elias  também 
a  mudança  da  variável  independente  y. 

Suppondo  que  (-i    )  :  ("^    j  contem  uma  funcção  arbitraria  de  a,  que  não  entre  no  in- 
tegra!  nem  nas  suas  derivadas  de  primeira  ordem,   esta  funcção  não  entrará  também  em 
VOL.  II  R 
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P,  Q,  R,  ■  ■  • ;  logo  sei-á 
(14) 


P  =  0,     Q  =  0,     R  =  0,     .. 


Resta  ver  qual  o  modo  de  i'econliecer  quando  a  liypothese  precedente  tem  logar.  Para 
isso,  eliminando  entre  as  equações  (13)  e  (14)  (-p-),  \^r~)  ®  (""7  )'  deverá  resultar  a  pro- 
posta. As  equações  (14)  não  devem  por  isso  ser  distinctas,  nem  devem  ser  distinctas  da  equação 


f7F       (?F  /ày\       dF  fdyY 


dt  ds    \dxj         dr    \dx 


^-)    =0, 


dy 


a  que   \-y~)  tem  de  satisfazer,  como  mostrámos  no  n."  10,  para  a  ser  um  argumento  do 
integral. 

2!.     Consideremos  finalmente  a  equação 

(lõj  F  [Hl-  +  2Ks  +  L<  +  M  +  {rt  —  s^),  p,  q,  z,  x,  ij]  =  O, 

e  supponhamos  que  não  pôde  ser  reduzida  á  forma  (1),  isto  é,  que  não  pode  ser  resolvida 
relativamente  ao  polynomio  que  n'ella  entra. 

Fazendo  a  transformação  precedentemente  indicada,  resulta 


(16) 


onde 


\d^) 


0. 


P  =  H 


'11]^  íèl]  íèl] 

dx  j        \  dx  J   \  dx  J 


+^-<(è)+"-«(ê)'. 


,  dx  /    \  dx  J 

Desenvolvendo  (16)  pela  serie  de  Taylor  e  egualando  a  zero  os  coefficientes  das  diversas 
potencias  de  \-j    )  '■  (~t^)i  resultam  as  equações 

F{P,p,q,z,y,x)  =  0,      Q  =  0, 
das  quaes  fica  dependente  a  integração  da  equação  proposta. 


Hl 
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No  caso  de  ser  N  =  0,  estas  equações  reduzem-se  aos  dois  systeinas  seguintes: 

:(i|)_K+/õ=o, 

(Í)-r-»(Í)  =  ». 

sendo  no  primeiro  systema  as  variáveis  independentes  a;  e  a  e  no  segundo  x  e  ^, 

Para  integi-ar  estas  equações  é  necessário,  em  geral,  resolver  a  segunda  de  cada  systema 
relativamente  ao  polynomio  de  que  F  depende,  o  que  equivale  a  resolver  a  equação  proposta 
relativamente  a  H4-2Ks.  . .  Ha  todavia  casos  particulares  em  que  esta  resolução  nào  é  ne- 
cessária, e  é  a  elles  que  aqui  nos  queremos  referir. 

Methorto  de  Lajjlacc 

25.  Esporei  agora  o  methodo  de  Laplace  com  a  generalidade  com  que  o  apresentou 
Imschenetsky,  isto  é,  suppondo  que  a  equação  proposta  é 

)19)  -  Ks  +  Pj9-fM  =  0, 

sendo  K,  P,  j\I  funcções  de  x,  y,  z  e  q. 

Pela  forma  d'esta  equação  vê-se  que  as  funcções  arbitrarias  do  integral  contêeni,  uma  sú 
a  variável  x,  outra  só  a  variável  y. 

Tomemos  para  variável  dependente,  em  logar  de  z,  zí,  sendo 

ií  =/>  (K  dq  +  P  dz)  =/(x,  y,  z,  q), 
onde  ji  é  o  factor  que  torna  integrável  a  expressão  Kdq-\-Pdz. 
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Derivando  a  ultima  equação  em  ordem  a  x,  vem 


du        df   ,    df      ^    df  (If   ,,-,.,  j,   . 


ou,  attendendo  á  proposta, 


du  df  -.r  /-     -  N 


Temos  pois  as  duas  equações 

«  =f{^7  y-,  2?  ?)>     -^  =/i  (a;,  2',  2,  ?)■ 

Se  z  e  y  se  poderem  eliminar  ao  mesmo  tempo  entre  estas  duas  equações,  para  o  que 
deve  ser 

dz  '  dq        dq  '  dz  ' 


ou 


dq  dz 

virá  uma  equação  ás  derivadas  parciaes  de  primeira  ordem,  em  que  u  é  a  variável  depen- 
dente, cujo  integral  terá  uma  funcçTio  arbitraria  de  y.  Do  valor  de  ii  dado  por  esta  equação 
passa-se  para  o  de  z  por  meio  da  integração  da  equação 

«  =/(«>  Vj  z>  ?)• 

Se  porém  esta  ultima  condição  não  tiver  logar,  i-esolvendo  as  equações  precedentes  em 
ordem  a  z  e  j,  virá 


'^(^'^'"'íj'     2  =  í'i(^>^'>«=^)' 


e  teremos  a  transformada 


d¥   ,   dF    du    ,    f/F      diu       ^   (  du\       _ 
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A  condição  para  que  esta  equação  tenlia  uni  integral  de  primeira  ordem  com  uma  funcçSo 
arbitraria  de  x  acha-se,  como  fizemos  no  caso  da  equação  (12),  pondo 

rfàY    ^du   ,    rfF  ,  \       ^/  ãu\ 


o  que  dá 


Esta  condição  é  pois 


dui       _,    /  ãu 


dF    dFi^_dJ_  ^_o- 
du  'du       , du  '  du  ' 

dx         dx 


mas,  pela  theoria  dos  determinantes  funccionaes,  temos 

cZF    d¥i       dF    f/F,  1 


du  'du       ,  du  '  du        df    dfi       df    dfi ' 
dx  dx  dz  '  dg        dq  '  dz 

logo  deve  ser  infinito  o  determinante  que  entra  no  segundo  membro  d'esta  egualdade,  para 
(20)  ter  um  integral  de  primeira  ordem  com  uma  funeçào  arbitraria  de  x. 

Se  porém  (20)  fôr  também  linear  em  ordem  a  -j-,  para  o  que  deve  ser 

sendo  M,  N,  m,  n  funcções  de  x,  y  e  u,  poderá  haver  ura  integral  de  primeira  ordem  com 
uma  funcção  arbitraria  de  ^,  o  que  se  reconhece  applicando  á  equação 

M-^+í'—  — 4-  — —  m^—  '  -—   — +  — -íí  =  0 
^     '  dx  dy       \  du  '  dy       dy  I  dx       du  '  dy       dy  ' 

que  resulta  de  substituir  em  (20)  z  e  -^  pelos  valores  dados  ju-las  relações  precedentes,  o 
raciocinio  que  applicámos  á  equação  (19). 
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Estas  transformações  podem  continuar-se  até  chegar  a  uma  equação,  que  tenha  um  inte- 
gral de  primeira  ordem,  ou  até  cliegar  a  uma  equação  a  que  se  não  possa  applicar  este 
methodo. 

A  equação  de  que  se  occupou  Laplace  é 

á  qual  é  fácil  de  applicar  a  theoria  precedente. 


CAPITULO  IV 


Sol>rê  algxxiaias  ecxixaçSes 

em    que    as    derivadas    de    segunda    ordem 

entram  em.  grau.  superior'  ao  px^imeiro 


26.     Seja  proposta  a  equação 

(1)  Fix,y,z,2,,q,s)  =  0, 

cujo  integral  tem  para  argumentos  x  e  y,  e  procuremos  piimeiramente  a  forma,  que  deve  ter 
esta  equação,  para  ter  um  integral  intermédio  com  uma  funeção  arbitraria  de  y. 
Seja 

(^)  /(a;,y,  ^,9-  -iii/^,  Viy),  .••)  =  o 

o  integrai  intermédio.  Derivando-o  em  ordem  a  x  e  eliminando  as  funcções  arbitrarias  entre 
elle  e  a  equação  assim  obtida,  deve  vir  a  proposta,  para  o  que  é  necessário,  em  geral,  que  as 
funcções  arbitrarias  entrem  n'um  grupo  ^' (y,  '^{y),  'Y (í/),  •  •  •)• 
Pondo  pois  ^'[y,  '^{y),  t''(3/)>  •  •  ^"^"'(y^  ^  suppondo 

*í'i  (í/)  =fí  («>  yi  2>  ?)» 
o  que  dá 

f/x        dz  -^   '    dq  ' 

vê-se  que  a  equação  proposta  deve  ter  a  forma 
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quando  (2)  é  do  primeiro  grau  relativamente  a  ^*i,  e  que  deve  equivaler  a  varias  equações 
d'esta  forma,  em  numero  finito  ou  infinito,  nos  outros  casos.  Assim,  no  caso  de  (2)  ser  uma 
equação  algébrica  do  grau  m: 


Ari"+B*iT-'+-..+p=o, 


temos 


( 


dx  dz 


dq 


onde  A,  B,  . .  .,  P  são  funcções  de  a-,  y,  z  e  q. 

Eliminando  Wi  entre  estas  equações  e  representando  por  A',  B',   . .  . ,  P'  os  coefficientes 
da  segunda  equação,  obtem-se  a  equação 


A  B     C      D  

.  ABC  

.  .      A      B  C. 

A'  B'     C     D'  

.  A'     B'     C  

.  .      A'     B'  C. 


P. 


P' 


P". 


=  U. 


que  é  do  grau  m,  deve  dar  para  s  m  valores  da  forma  H,j3  +  K,  e  equivale  a  lu  equações 
da  forma 

s  — H.p  — K,  =  0. 

27.     Vamos  appliear  á  equação  (1)  a  doutrina  exj)usta  no  n."  16,  sem  a  suppor  resolvida, 
como  no  n."  25,  relativamente  a  s. 
Seja  dada  a  equação 


Fazendo 


(3) 
vem 


F  [x,  y,  z,  p,  2,  s]  =  0. 
u=f(x,y,  s,  q\ 


du_df       df^         df 
dx      dx       dz  dq    ' 
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e  portanto  a  condição,  de  que  falíamos  no  n."  16,  para  s  e  jj  se  eliminarem  simultaneamente 
entre  esta  equação  e  a  proposta,  é 

(4)  ^.^^i^-.^^o. 

dp  '  (Iq        ds      dz 

Para  que  esta  equação  não  contenha  s  nem  p,  é  necessário  que  a  proposta  seja 

(5)  F  [Gs  +  H/,  +  K,  q,  z,  r,  x]  =  0, 

sendo  G,  lí,  K  funeções  de  x,  y,  z,  q. 

Se  esta  equação  poder  ser  resolvida  relativamente  a  Gs  +  Hj>  +  K,  recairemos  na  equa- 
ção tratada  por  Imschenetsky,  de  que  nos  ocenpámos  no  n."  2õ.  Supporemos  por  isso  agora 
que  a  equação  proposta  não  pode  ser  resolvida  relativamente  a  este  trinomio. 

A  condição  (4)  reduz-se,  no  caso  da  equação  (õ),  a 


f(Hf,-«í)=«. 


onde  Y=  Gs  +  H^  +  K,  equação  ás  derivadas  parciaes  de  primeira  ordem,  que,  integrada,  dá 

«  =  /  !J-  (í-^  dq  +  ^  'Jz)  =f{x,  ij,  2,  q), 

sendo  [i.  o  factor  que  torna  integrável  esta  expressão  a  duas  variáveis. 
Temos  pois 

e,  substituindo  o  valor  de  Hp-rGs,  tirado  d'esta  equação,  na  proposta, 

[du       df  ~| 
dx      dx   ,  ^  ,.   /  du\ 
-^ +  K,  q,  z,  y,  xj  =/,  [x,  y,  z,  q,  — j  =  U. 

Se  z  e  2  se  poderem  eliminar  ao  mesmo  tempo  entre  as  equações 

(6)  "  =/(^>  y,  s.  ?)>    /i  (aJ,  ^'  ^'  ?'  -^ )  =  ^-i 

VOL.  II  S 


146 


para  o  que  é  necessária  a  condiçrio 


(7) 


dz  '  dq        dq  '  ãz  ' 


virá  uma  equação  differencial  ordinária,  cujo  integral,  que  contem  uma  funcção  arliitraria  de 
?/,  dá  o  valor  de  m,  que,  substituído  em  u  =/(íc,  y,  z,  q),  produz  o  integral  intermédio  da 
proposta. 

Se  porém  a  condição  (7)  não  fôr  satisfeita,  eliminando  z  ^  q  entre  as  equações  (6),  virá 


-1  («,  y,  w,  tJ,  2)  =0,   -i  (=«>  y-, «.  j^.  ?)  =o> 


<lx' 


dx'  ^, 


d'onde  se  deduz 


d  T.I        d  ~i    du        diii      d^^u         d  T.\ 


dy         du     dy        ,  du '  dx  dy        dz 
dx 


'  =  0. 


Se  aqui  entrar  ainda  z,  elimina-se  por  meio  da  equação  11  =f(x,  y,  z,  q),  depois  elimina-se 

du 


q  entre  a  resultante  e  a  equação  t:^  (íc,  ?/,  íí-,  -^,  q\  ^0. 
Obtém- se  assim  uma  transformada,  que,  se  fôr  da  forma 


Fi 


G' 


d^ 


H'4-  +  L'f:i+K',«,^,a.]=0, 


dx  dy  dx  dy 


pôde  tratar-se  como  a  proposta,  para  ver  se  tem  um  integral  intermédio  com  uma  funcção 
arbitraria  de  a?,  ou,  no  caso  contrario,  trausformar-se,  como  precedentemente;  e  pode  conti- 
nuar-se  do  mesmo  modo,  até  chegar  a  uma  equação,  que  tenha  ura  integral  intermédio,  ou 
até  chegar  a  uma  equação,  que  não  tenha  a  forma  indicada. 
Este  processo  é,  por  exemplo,  applieavel  á  equação 

F[Gs  +  Pp  +  Qg  +  Xz  +  M,  ír]  =  0, 

sendo  G,  P,  Q,  N,  M  funcções  de  a;  e  ^,  que  se  reduz  áquella  de  que  tratou  Laplaee  quando 
poder  ser  resolvida  relativamente  a  s-\-'Pp-x-.  .  .  +  M. 
Com  effeito,  neste  caso  temos 


«  =  G2  +  Pz, 
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o  que  da 


du       ^      LP      ,    '^P       ,    ^(^ 


e  a  equação  proposta  recluz-se  portanto  á  seguinte 


Suppondo  agora  que  tem  logar  a  condição: 


rlV 

dx 


a  equaçcão  anterior  toma  a  forma 


onde 


l  dx 


=  0, 


Q 


rm 


S  =  - 


d,x 


G      ' 


e  determina  u,  quando  poder  ser  integrada  sem  ser  resolvida  relativamente  ao  trinomio  que 
n'ella  figura.  Depois  substituindo  em  u=Qq-\-Yz  o  valor  que  elia  dá  para  «,  obtem-se  o 
integral  intermédio  da  proposta. 

No  caso  contrario,  eliminando  q  e  z  entre  aquella  equação  e  M  =  Gg'  +  Ps,  vem 


Idx  ^  P 


^-PS)  z  +  S«  +  M,  a;]=0, 


pv^-Í)"-t(^^-§-^^^)^^+^^'^- 


=  (l. 


Derivando  a  primeira  em  ordem  a  ?/,  eliminando  z  e  pondo 
resulta 


A  =  N  -  ^  -  P  S, 

dx 


<lx  dy         dij       Y  dy  dy         dy 
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e  a  seffimda  reduz  se  portanto  a 


-õ"- 


F 


^'£lv+^'í+^'^7-^^'"+''"^]='' 


onde 


AG       ^       ,       ^,  AS       ,,  A      dM   ,  ^^ 

1   Z^,      í/P\         A      f/A        A      (?S 


P  \  cZa;/       DP2*  c/^        PD"  dy 


P    ./3,       ^^- 

Esta  equação  é  da  mesma  forma  que  a  proposta,  e  póde-se  repetir  sobre  ella  todo  o  ra- 
ciocinio  que  fizemos  sobre  aqnella. 

Tudo  o  que  vem  de  dizer-se  a  respeito  da  equação  (õ)  pôde  extender-se  á  equação 

F[(}s  +  ¥íq+K,p,z,y,x]  =  0, 

sendo  G,  H,  K  funcções  de  x,  ?/,  s,  p. 

28.     O  processo  que  vem  de  ser  empregado  i)ara  integrar  em  alguns  casos  a  equação 
(5),  pôde  ser  applicado  a  um  grupo  mais  geral  de  equações,  como  vamos  mostrar. 
Seja  proposta  a  equação 

(8)  F  (x,  y,  3,  p,  q,  7-,  s,  t)  =  0. 

Tomando  uma  nova  variável  dependente  u,  fiincçrio  de  x,  y  e  z,  ligada  com  a  antiga  va- 
riável pela  relaçTiO  • 


e  derivando,  vem 


=/(«,  I/,  2,  i',  q\ 


du    ,    du           df    .    df  df  df 

dx        dz           dx    '    dz  dp  dq 

dr^.di^^^^.dl  dl  dl 

dy^  dz^       dy^  dz^  '    dp  ^  dq 
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Para  que  i;  s  e  t  sk  eliminem  ao  mesmo  tempo  entre  estas  equações  e  a  proposta,  deve 

ser  (n."  16) 

^   '  dt    \dpj    ^   dr    \dqj     *    ds   '  dp    dq 

equação  que  não  contem  r,  s  e  <,  quando  a  proposta  é  da  forma 
(10)  F[Rr  +  Ks  +  Lt  +  hl,  q,  p,  z,  y,  x]  =  0, 

sendo  H,  K,  L,  M  funcções  de  x,  i/,  s,  p,  q. 

Integrando  nVste  caso  a  equação  (9)  e  fazendo  depois  a  eliminação  indicada,  resulta,  para 
cada  integral  d'esta  equação, 

/  du     du     du\ 

«  =/(»')  y»  s.  p^  2)>  /i  \^^  y>  2>  «>  p>  2>  -^-^  -^'  -^)  ■ 

Para  que  jj  e  j  se  eliminem  ao  mesmo  tempo  entre  estas  equações,  é  necessário  e  suffi- 
ciente  que  seja  satisfeita  a  condição 

(11,  ÉL.^^M^/]ÍL  =  o 

dp      dq        d.q      dp  ' 

e,  neste  caso,  a  eliminação  referida  dá  a  equação  ás  derivad  is  parciaes  de  primeira  ordem 

,  ^  í  du     du\ 

(12)  <í>(x,y,.,«,^,  ^)=0, 

que,    integrada,    dá    O    valor    de    íí,    com    uma    funcção    arbitraria,    que,    substituído    e:u. 
«  =/(«,  y-,  z,  p,  q),  leva  a  um  integral  intermédio  da  proposta. 

29.     Se  a  equação  proposta  ó 

(13)  F{x,y,z,p,q,r,s)  =  0, 
a  equação  (9)  decompõe-se  nas  duas  seguintes: 

dr   '  dq         ds   '  dp  '      dq 
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A  primeira  é  applicavel  quando  se  quer  integrar  a  equação 

F  (Sr  +  Ks  +  M,  q,  p,  z,  y,  x)  =  O, 

procedendo  como  no  caso  geral  (n."  28). 

A  segunda  solução  é  mais  importante,  pois  permitte-nos  integrar  um  grupo  de  equações, 
que  ainda  não  foi  considerado,  creio  eu,  por  geometra  algum. 

Com  effeito,  esta  solução  dá 

6,  derivando, 

dx      dx       ãz  dp 

du_df^      df         d£ 
dy       dy        dz  dp' ' 

Para  que  «  e  j  se  eliminem  ao  mesmo  tempo  entre  a  ultima  equação  e  a  proposta,  deve 
ser 

^     '  ds  ■  dz        dq  ■  dp~    ' 

logo  a  proposta  deve  ter  a  forma 

(15)  F[x,y,2,^,As-rB5  4-C]  =  0, 

sendo  A  e  B  funcções  de  x,  y,  z^  p  <ò  O  funeção  de  íc,  y,  z,  p  e  r.  A  e  B  também  podem 
conter  ?•,  comtanto  que  entre  n'um  factor  eoinmiiin  .i  estas  duas  quantidades.  Vê-se  pois  que 
a  equação  (lõ)  tem  uma  grande  generalidade. 

Integrando  (14)  e  fazendo  a  eliminação,  de  que  falíamos,  vêem  as  equações 

"  =f(^,  y,  ■",  p)i  /i  W.  y,  --,  p,  -£,  -^)  =  o, 

que,  pela  eliminação  de  j9  e  s,  dão  uma  equação  da  forma  $  ia?,  y,  u,  -,-,  -^j  =0,  quando 
tem  logar  a  condição 

dz  '  dp       dp  '  dz 


q 
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Se  esta  condição  não  tiver  log.ir,  elimina  reinos  z  e  p  entre  as  equaçSes  precedentes,  o 
ue  dará  as  duas  seguintes: 

/  ãu    du     \  [  du    dii      \ 

"'  l^' ^' "'  d^'  dy  V^  "^  l"'  ^'^  ■"'  á^'  ^'-pj  =^- 

Derivando  depois  a  primeira  e  comparando  o  resultado  com  a  segunda,  vem  a  equação 

du    du    ^^,  d'^u    ,  _,    á-u     ,  ,^,"1      ^ 


Fi 


Fica  assim  transformada  a  equação  (15),  que  não  ó  linear  relativamente  a  r,  n'outra  ein 

d'^u  .      . 

que   -T— g-  entra  no  pruneiro  grau. 


30.     Se  fôr  dada  a  equação  algébrica  relativamente  a  r,  s  e  í 

(16)  SAr''s''í«  =  M, 

unde  A  e  M  são  funcções  de  x,  y,  z,  -p  e  q  n  a,  h  q  c  números  inteiros  positivos,  poderemos 
achar  algumas  vezes  o  seu  integral  intermédio,  se  o  houver,  por  um  processo,  dado  por  Boole 
para  a  integração  da  equação  (1)  do  capitulo  III. 
Seja 

/(*,.'/,  z,;j,  q)  =  0 

este  integral  intermédio. 

Derivando  esta  equação  relativamente  a  x  e  a  i/,  vem 

dx       dz  dp  dq"         ' 

dy       dz  dp         dq 

Eliminando  duas  das  quantidades  r,  s  a  t  entre  estas  equações  e  a  proposta  e  egualando 
separadamente  a  O  os  coefficientes  das  diver!>,is  potencias  da  terceira,  resultam  equaçijes  ás 
derivadas  parciaes  de  primeira  ordem,  cujo  integral  idinnuim,  quando  existir,  representa  uiu 
integral  intermédio  de  (16). 
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31.     8e  a  equação  proposta  fôr  homogénea  relativamente  a  ^>  e  y  e  relativamente  a  r,  s 
e  f,  e  os  seus  coeffieientes  forem  constantes,  isto  é,  se  fôr 

(17)  IAíJ»/r^s''í«  =  0, 

a-f-ô  =  const.,     c4-í^  +  6  =  uonst. ; 

pondo 

(18)  z  =  =p(a;  +  P?/); 
e  determinando  P  por  meio  de 

(19)  í:AP''  +  ''+2.==0; 

as  equações  (18)  e  (19)  representarão  um  integral  de  (17). 


CAPITULO  V 

Breves  relloxões  sol>ro  a  iixtograçfío 
tias  eciiiaçCes  siimiltanoas 

32.  A  theoria  dos  integraes  de  Ampere  pôde  extender-se  a  a  equações  simultâneas  com 
a  variáveis  dependentes  zi,  zj,  ...,  z^.  Exceptuando  Combeseure,  que  ensinou  a  integrar 
estas  equações,  quando  são  de  primeira  ordem,  lineares  relativamente  ás  derivadas  parciaes, 
e  com  coefficientes  eguaes  em  todas  as  equações,  nenhum  geometra,  que  eu  saiba,  se  tem 
occupado  d'ellas.  Vou  pois  indicar  as  conclusões  a  que  leva  a  theoria  de  Ampere,  quando  se 
applica  a  taes  equações. 

Se  houver  um  numero  a  de  equações  de  ordem  q  com  a  variáveis  dependentes  e  n  va- 
riáveis independentes,  os  seus  integraes  devem,  para  serem  geraes,  satisfazer  á  condição  se- 
guinte: sendo  derivados  até  á  ordem  m  relativamente  a  todas  as  variáveis  independentes, 
deve  vir  um  systema  de  equações  idêntico  ao  systema  fornindo  pelas  propostas  e  suas  deri- 
vadas relativamente  ás  mesmas  variáveis  até  á  ordem  m  —  q. 

Suppondo  os  integraes  expressos  por  a-\-k  equações,  sendo  k  o  numero  dos  seus  argu- 
mentos, a  differença  ?  entre  o  numero  das  equações  dos  dois  systemas  é  dado  pela  formula 

S  =  [(»i  +  7z)  C 7il  (/.•  +  a)  —  [{m  +  71  — q)  C.n]  a  =  [(m  +  n)  Cn]k  +  a\[m  +  n  —  \)Q{n—\) 

+  ...+  [(»í-f»-í)C(«-l)]j. 

Deve  pois,  para  se  identificar  os  dois  systemas,  li;iver  n'elles  um  numero  de  arbitrarias 
niío  inferior  a  5. 

E  fiicil  de  ver  que  o  theorema  enunciado  no  n."  (5  tem  logar  aqui  para  as  derivadas  de 
ordem  ])  de  uma  qualquer  das  variáveis  dependentes  s,,  bem  como  o  que  se  demonstrou  no 
u."  7. 

Attendendo  á  expressão  de  5,  pôde  mostrar-se  também,  (omo  no  n."  8,  que,  para  os  a 
integraes  serem  geraes,  devem  conter,  pelo  menos,  a.q  funcções  arbitrarias  com  ?!  — 1  ar- 
gumentos. 

VOIi.  II  T 
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33.     Sejam 

(1)  F,  =  0,  F.2  =  0,  ...  F,  =  0,  ...  F„  =  0, 

a  equações,  contendo  cada  uma  aji,  «a,  .  .  .,  x^,  zi,  z^,  .  .  .,  2„  e  suas  derivadas  de  primeira 
ordem,  e  supponhamos  que,  em  cada  uma  d'estas  equações,  entram  as  derivadas  de  segunda 
ordem  de  uma  só  das  variáveis  dependentes. 

Derivando  cada  uma  d"estas  equações  in  —  2  vezes  em  ordem  a  ícq  e  tomando  depois  o 
argumento  a  em  logar  de  a?Q  para  variável  independente,  para  o  que  se  devem  empregar  as 
formulas  dadas  no  n."  9,  resultam  as  a  equações 

d ;- 

dXfi 


m  p,+Q,i  ^-  (=0. 

da 

onde  i  =  1 ,  2,   .  .  . ,  a. 

Raciocinando  agora  como  no  n."  9,  vê-se  que  se  pôde  dar  a  vi  um  valor  tal  que  estas 
equações  se  decomponham  nas  seguintes: 

(3)  P,  =  0,     Qi  =  0, 

onde 

-.d^Zi  d-zi    \dxj       j^^^i  \ãx/ 

dij'  dx  dy  dx- 

As  equações  (1)  só  podem  pois  ter  uni  systema  de  integraes  da  forma  considerada  quando 
as  equações  Qi=0,  Qa  =  O,  .  .  .,  Q„  =  O  não  forem  distinctas,  ou  tiverem,  pelo  menos,  uma 
solução  commum. 

34.     Applicando  estes  princípios  ás  equações 


H  íi  +  K  -í  ÍL  +  L  - '4  +  M.  _  O, 

dx-  ax  dij  dy- 
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sendo  H,  K,  L,  M,  N  funcções  de  x,  y,  zi,  2-2,  • . .,  Za,  2'h  pi>  ■  •  ■>  P^u  Ih  l^i  ■    -i  íjj  ^^- 
duzem-se,  seguindo  o  mesmo  caminho  que  no  caso  de  uma  equaç.ão  única,  as  egiialdades 

(4)  |h(Í)+,kt^G)(^)+m,  =  o. 

em  que  x  %  a  são  as  variáveis  independentes. 

Os  integraes  dos  a  grupos  (4),  ligados  dois  a  dois  por  funcções  arbitrarias,  dlo,  para 
cada  signal  do  radical,  a  integraes  intermédios. 

Este  theorema  é,  para  as  equações  de  segunda  ordem  a  duas  variáveis,  o  que  o  de  M.  Com- 
bescure  é  para  as  de  primeira. 


4 


NOTA 


Alguns  dos  pontos  d'esta  dissertação  foram  oLjecto  de  trabalhos  que  posteriormente 
publicámos,  os  quaes  se  podem  ver  nas  paginas  seguintes  deste  volume. 

Assim,  a  respeito  da  generalisação  da  theoria  de  Ampere  sobre  os  integraes  das  equa- 
ções ás  derivadas  parciaes,  dada  no  capitulo  I,  publicámos  em  1878  um  trabalho  nas  Mémoires 
fie  la  Sociéíé  des  Sciences  ])hysiques  et  naturelles  de  Bordeaux  {2.'^  serie,  t.  ii).  Da  mesma 
generalisação  occupou-se,  mais  tarde,  Forsyth,  professor  na  Universidade  de  Cambridge,  em 
um  artigo  intitulado  The  cJiaracter  of  the  general  integral  of  partial  differential  equations,  o 
qual  foi  publicado  em  1897  no  volume  xxviii  dos  Proceedings  of  the  Lonãon  Malhematical 
Society.  N'este  artigo  obteve  este  eminente  geometra  os  mesmos  resultados  a  que  tínhamos 
anteriormente  chegado,  por  mtthodo  análogo,  n'esta  dissertação  e  no  trabalho  precedente- 
mente referido,  os  quaes  elle  não  conhecia  n'essa  occasião,  como  nos  fez  a  honra  de  nos  com- 
municar  em  carta  de  31  de  janeiro  de  1898. 

Á  transformação  estudada  no  n."  16  e  ás  suas  applicações  consagrámos  também  uma 
nota,  publicada  no  volume  correspondente  a  1882  do  Bulletin  de  VAcadémie  Royale  de  Bel- 
giqiie,  e  á  applicaeão  da  mesma  transformação,  considerada  no  n."  29,  uma  outra  publicada 
no  volume  correspondente  a  1881  dos  Comptes-rendus  de  VAcadémie  des  Sciences  de  Paris, 
A  doutrina  d'esta  ultima  íoi  transcripta  por  Goursat  nas  suas  importantes  Leçons  sur  Vinté- 
gration  des  équations  aux  ãérivées  partielles  ãu  seconde  ordre  (t.  II,  p.  265,  Paris,  1898), 
onde  é  consagrado  um  bello  capitulo  á  transformação  considerada  no  n.°  16  d'esta  dissertação; 
e  á  mesma  doutrina  foram  consagradas  por  Clairin  algumas  paginas  da  bella  these  sobre  as 
transformações  de  Baecklund,  que  apresentou  em  1902  á  Faculdade  das  Sciencias  de  Paris, 
e  que  foi  publicada  como  supplemento  ao  volume  xix  da  3."  serie  dos  Annales  de  VEcole 
Nornude  Siípcrieiíre  de  Paris. 
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SDR  LE  NOMBRE  DES  FONCTIONS  ARBITRÂIRES  DES  INTÉGRALES  DES  ÉQDATIOKS 

ÂDX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 


CMémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles,  2.ènie  série,  t.  H. 

Bordeavix,  1878) 


1.  Ampere,  dans  le  premiei-  de  ses  beaux  Mémoires  sur  1 'integra tion  des  équations  anx 
dérivées  partielles,  a  determine  le  nombre  des  fouctions  arbitraires  qui  entrfut  dans  les  inté- 
graies  de  ces  équations.  Mais  il  n'a  considere  que  le  cas  oíi  Téquation  proposée  n'a  que  deux 
variables  indépendantes.  Le  but  de  la  presente  Note  est  de  généraliser  la  tiiéorie  d'Ampère, 
c'est-à-dire  de  déterminer  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  de  i'intégrale  d'une  équation 
contenant  un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes. 

2.  Soit 

(1)  F  =  0 

une  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque  q,  avec  u  vai-iables  indépendantes 
^1,  a;-2,  xs,   .  .  .,  x„. 

L'équatiou  V  =  O,  qui  satisfait  senlevienf  à  Téquation  (1)  et  à  eelles  qui  en  résultent  par 
la  différentiation  relative  aux  variables  indépendantes,  est  une  intégrale  générale,  parce  qu'une 
telle  mtégrale  satistait  au  plus  petit  nombre  possible  de  conditions.  En  dérivant  donc  V  =  0 
jusquà  Tordre  m  par  rapport  à  xt,  xi,  . . .,  x„,  m  étant  un  nombre  arbitraire,  égal  ou  su- 
périeur  à  q,  et  en  dérivant  la  proposée  jusqu'au  niême  ordre,  on  doit  obteuir  deus  systèmes 
d'équations  identiques. 

Jlais,  ccmme  le  premier  système  contient  un  nombre  déquations  plns  grand  que  le  deu- 
xième,  il  doit  aussi  contenir  un  nombre  sutiisant  d'arbitraires  pour  Tidentitication  des  deux 
systòraes. 
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3.     En  différentiant  Téquation  V  =  0,  on  obtient  les  équations  suivantes: 


V  =  0, 
— -O     — -o  —  =  0 

^=0  ^:^=o  ^i-=o  ...  ^=0 

dxr  '      dx,  dx^         '      dx,  dx,         '  '       dx^  ' 

1  12  1        ú  n 


On  voit  que  le  nombre  des  équations  precedentes  est  égal  à  la  soinme  des  norabres  de 
combinaisons  qu'on  peut  former  avec  n  lettres,  prises  depuis  une  à  une  jusquà  n  à  «,  la 
même  lettre  entrant  plusieurs  fois  dans  cbaque  combinaison,  plus  une  unité;  c'està-dire,  par 
une  formule  bien  connue  de  la  théorie  des  combinaisons,  à 

[(«i  +  «)Cn]. 

De  hl  même  nianière,  on  voit  que  le  nombre  des  équations  qui  résultent  de  la  différen- 
liation  de  Téquation  proposée  est  égal  à 

[(rn-\-n  —  q)  Cw]. 

Donc,  pour  identiKer  les  deux  systèines  d'équations,  il  faut  que  celui-là  contienne  un 
nombre  d'arbitraires  égal  à  8,  en  posant 

S  =  [(«X  +  n)  C  íi]  —  [(m  -{-n  —  g)  C  n], 

et  supérieur  à  3  quand  Téliniination  des  arbitraires  se  fait  par  des  groupes. 

En  faisant  des  applications  successives  d'uu  théorème  blen  connu  de  la  théorie  des  com- 
binaisons, on  trouve 

8  =  [(^Mí-f  n  —  l)C(j2  —  l)]  +  [(7)i-!-Ji  — 2)  C(íi—l)]+...  + [(m-fíi  —  j)C  («-!)]. 

Cette  formule  fait  voir  que  8,  et  par  conséquent  le  nombre  des  arbitraires,  doit  augmenter 
avec  m.  Cette  condition  est  satisfaite,  comm'il  est  facile  de  voir,  par  les  fonctions  arbitraires 
à'a7-guments  determines. 

4.  Considérons  premièrement  le  eas  oíi  Tintégrale  de  Téquation  proposée  est  exprimée 
par  une  équation  seulement,  et  déterminons  le  nombre  ãe  fonctions  arbitraires  qu^elle  contient, 
et  le  nombre  de  arguments  de  chaque  fonction. 


I 
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ThÉORKME.  —  Uinfégrale  d'une  líquafion  aux  dérivées  2}a''fieUes  d'ovdre  q  at-ec  n  variahles 
indípendantes  contient,  en  general,  q  fonctions  arbitraires  disiinctes,  contenant  chacune  n  —  1 
arguments,  et  elle  ne  peut  jamais  en  contenir  moins. 

Nous  avons  déjà  fait  reraarquer  que  le  systcme  d'équations  qu'on  obtient  en  difterentiant 
Tintégi-ale  de  (1)  doit  contenir  un  nombre  de  fonctions  arbitraires  égal  ou  supérieur  à 

[(,„  +  „  _  1 )  C  (n  -  1 )]  +  [(m  +  71  -  2)  C  («  -  1 )]  +  • .  .  +  [{m  +  n-q)C  {n  -  1 )] . 

Nous  allons  maintenant  voir  conibien  de  fonctions  arbitraii-es  doit  contenir,  d'après  cela, 
rintégrale  de  (1). 

1."  Supposons  que  dans  l'intégrale  entront  g  fonctions  arbitraires,  contenant  cbacune  l 
arguments,  que  nous  représenterons  par  «i,  0-2,  «3,  .  ■  .,  «/.  Cliaque  fonction  arbitraire  don- 
nera,  par  la  dérivation,  ies  suivantes: 


?K, 

«., 

■ ,         Cl\ 

d's 

d'S 

d'^ 

da-' 

da^'        ■ 

■  ■ '      da,  ' 

d^'^ 

d-^'S 

d-^-s. 

dal' 

da^da.^'      •■ 

■  • '      daj ' 

d^-s^ 

fZ3.^ 

d^-:i 

da\' 

dul  da^' 

■'      day 

et  par  cnnséquent  le  systcme  des  cquntions  qui  résultent  de  ia  différentiation  de  lintégrale 
contiendra  uu  nombre  de  fonctions  arbitraires  égal  à 

g[(m  +  l)Cl]. 

2°  Dans  Tintégrale  de  (1)  peuvent  encore  entrer  des  fonctions  arbitraires  obtenues  par 
la  différentiation  des  precedentes  par  rapport  aux  arguments,  consideres  comme  variables  in- 
dépendantes.  Considérons-en  une  d'()rdre  6,  et  clierchons  le  nombre  des  fonctions  arbitraires 
qu"elie  introduit  dans  le  système  d'équations,  qui  ne  soient  pas  coniprises  parmi  celles  du  pre- 

mier  cas.  Soit  — -. j. cette  fonction.  Ses  dérivées  dordre  inférieur  à  m  —  f)  sont  compri- 

da\  daJ  .  .  . 

ses  parmi  Ies  dérivées  d<;  -í  dordre  inférieur  à  wi,  et  par  conséquent  elles  ont  été  déjà  rap- 

portées   dans    le    premiar   cas.    II    nous   reste   donc   à  chercher   le  nombre   des  dérivées   de 

I, dont  Tordre  est  compris  entre  m  —  6  et  »í. 


da\  dul  ■  ■ 

VOL.  II 
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Le  nombre  des  dérivées  d'ordre  m— 6+1  de  la  fonction  precedente  est  égal  au  nombre 
de  combinaisons  de  l  lettres  m  —  6  +  ]  àjn— 6-l-l,la  même  lettre  pouvaut  entrer  plusieurs 
fois  dans  chaque  combinaison,  c'est-à-dire 

[{m  +  l-())C(l-\)]. 

On  trouve  de  la  même  maiiière  que  jes  iiombres  des  dérivées  d'ordre  m  —  6  +  2,  ..., 
m  —  2,  «i  — 1,  m  sont  respeetiveiuent 

[{r,i  +  l-f)  +  l)C(l~\)],   ...,  [{m  +  l-2)C  (1,-1)1  [{m  +  l-l)Q{l-l)]. 

Dono  le  nombre  total  des  fonctions  arbitraires  introduites  dans  ce  second  cas  est 

[(ín  +  Z-])C(Z-l)]  +  [(ín-i-Z-2)C(Z-l)]+...+  [(TO  +  Z-Ô)C(Z-l)]. 

3."  Si  dans  Tintégrale  de  Téquation  (\)  entrent  des  intégrales  indéfinies  (contenant  quel- 
ques-unes  des  fonctions  ai-bitraires  du  premier  cas)  prises  par  rapport  aux  arguments,  consi- 
deres comine  variables  indépendantes,  il  est  facile  de  vo:r  que,  pour  trouver  le  nombre  de 
fonctions  arbitraires,  dérivées  de  ces  intégrales,  qui  ne  sont  pas  comprises  dans  le  premier 
cas,  nous  avons  à  additionner  des  nombres  de  combinaisons  de  lettres,  dans  chacune  desquelles 
entrent  l — 1  lettres  ou  moins. 

Considérons,  en  effet,  Tintégrale  fff  ■  ■  ■  f(ida'^da'l  .  .  .,  oh  o  est  une  des  fonctions 
arbitraires  de  a\,  a-2,  ...,  considérées  dans  le  premier  cas.  Différentiant  jusqu'à  Tordre  m 
chaqu'une  des  intégrales  f'-^da^^  ff  oda^da^^  ff-.fda'^,  ...,  par  rapport  aux  arguments 
dont  les  diíFérentielles  n'y  entrent  pas,  nous  obtiendrons  des  fonctions  arbitraires  qui  n'entrent 
pas  dans  le  premier  cas,  et  dont  le  nombre  est  égal  à  [(»i +  <)&<],  ou  t  est  le  nombre  d'ar- 
guments  qui  sont  dans  ces  conditions,  et  par  conséquent  moindre  que  l.  La  différentiation  de 
ces  intégrales  par  rapport  aux  arguments  dont  les  différentielles  y  entrent,  donne  dautres  in- 
tégrales, en  nombre  determine,  auxquelles  on  applique  ce  que  nous  venons  de  dire. 

Dans  le  cas  ou  o  n'entre  pas  dans  Tintégrale  de  (1)  hors  du  signe  d'intégration,  on  con- 
sidere son  intégrale  d^ordre  minime  comme  une  fonction  arbitraire  6,  qu'on  met  dans  le 
premier  cas. 

De  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  on  peut  conclure  qu'est  condition  néuessaire  pour 
que  Fintégrale  de  Téquation  (Ij  soit  générale 

(3)  [(«i  +  n-l)C(n-])]  +  [(m+«-2)C(n-l)]  +  ...  +  [(m  +  n-5)C(«-l)]<^[(7»  +  Z)Cq+^', 

en  posant 

^'  =  S[(m^A)C(Z-l)]  +  r[(«,  +  B)C(Z-2)]+..., 
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oii  g'  represente  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  introduites  dans  le  deuxième  et  le  troi- 
sième  cas  et  A,  B,  ...  des  norabres  entiers  positifs,  inférieurs  à  l. 

Cette  condition  peut  être  écrite  de  la  nianière  suivante,  en  urdonnant  ses  deux  membres 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  m: 

2'm"-'+...     <    gm'  +  ... 

ot  doit  avoir  lieu,  qiiel  que  soit  m;  donc,  en  faisant  m  pliis  grand  qu'une  quantité  assignable 
quelconque,  il  vient 

Z>n— 1,     <7>9, 

ce  que  nous  voiilions  démontrer. 

Le  signe  d'égalité  doit  être  employé  toutes  les  fois  que,  lorsqu'on  fait  Télimination  des 
fonctions  arbitraires,  pour  passer  du  système  déquations  qui  resulte  de  la  différentiation  de 
rintégrale  à  eelui  qui  resulte  de  la  différentiation  de  Téquation  proposée,  les  fonctions  arbi- 
traires ne  s'éliminent  pas  par  groupes,  ou  qu'il  s'en  elimine  par  groupes  le  moindre  nombre 
possible  pour  chaque  valeur  de  m.  Cest  ie  cas  general,  puisque,  pour  que  les  arbitraires 
s'éliminent  par  groupes,  il  faut  qu'entre  elles  existent  des  rélations,  et  alors  le  nombre  de  ces 
rélations  est  minime. 

5.  ThéorÈme.  —  Le  plus  petit  nomhre  de  fonctions  arbitraires  qui  doivent  disparattre, 
guaiid  on  fait  V élimination  des  autres,  aiigmente  avec  Vordre  de  Véquation,  avec  Vordre 
jusquauquel  on  différeniia  Vintégrale,  et  avec  le  nombre  des  variables  indépendantes ,  et  nest 
zero  que  dans  le  cas  des  équations  de  premier  ordre. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  devons,  dans  la  formule  (3),  employer  seulement 
le  signe  d'égalité,  parce  que  nous  chercbons  seulement  le  moindre  nombre  d'arbitraires  qui 
doivent  disparaitre  quand  on  elimine  les  autres. 

Quand  on  fait  réliraination  des  fonctions  arbitraires,  pour  passer  du  système  d'équations  qui 
resulte  de  dériver  Tintégrale  à  celui  qui  resulte  de  la  différentiation  de  Téqualion  proposée,  le 
nombre  des  fonctions  qui  doivent  dit-paraitre  d'elles-mêmes  doit  être  égal  à  D,  en  faisant 

D  =  í[(m  +  Ji— l)C(n-l)]-[(ni  +  n—l)C(»  —  l)]  —  [(m  +  n  — 2)  C  («  —  !.] 
-...-[{rn  +  n-q)C{n-\)]  +  g\ 

différence  qui  est  toujours  positive,  même  lorsque  g'  est  égal  à  0. 

En  appliquant,  en  eíFet,  à  chacun  des  différences  partielles  dans  lesquelles  on  peut  dé- 
composer  D  la  formule 

[(m  +p)  Cp]  -  [{m  +p  -u)Cp]  =  [{m^p-\)C{p-l)]  +  [(»,  ^p  -2)C(p-l )] 

+  ...+  [(m+2,-«)C(p-l)], 
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il  vient 

D  =  (í-lj[(TO  +  «-2)C(w-2)]  +  (g-2j[(7n  +  7i-3)C(n-2)]H-(2-3)>i-{-n-4)C(>i— 2)] 
+  . .  .  +  2[im  +  n-q^l)C[n-2}]+[(m  +  n-q)Ci,i-2)]+g'. 

Cette  valeur  de  D  augiuente  avec  q,  m  et  n,  ce  que  nous  voulions  démoLtrer. 

6.  Nous  allons  maintenant  considerei'  le  cas  plus  general  oii  l'intégrale  de  Féquation  (1) 
est  exprimée  par  /j-pl  équations,  oíi  entrent  k  arguments  qui  ne  peuvent  pas  être  elimines 
de  manÍL-re  à  obtenir  une  seule  équation. 

Daus  ce  cas,  il  est  fa^ile  de  voir  que  le  systènie  d'équations  qui  résultent  de  la  diíFéren- 
tiation  de  Tintégrale,  jusqu'à  Tordre  m,  contient  un  nombre  d'équations  égal  à 

et  corame  le  système  qui  resulte  de  la  diíFérentiation  de  (1)  en  contient 

[{m  +  n  —  q)  C  n], 
ia  diôerence  será 

[{m+n)Cii]{k+l)—[(m+n-q)Cn]=k[(m^n)C7i]+[{m^n-l)C{n-l)]  +  [(Tn^n-2)C(n-l)] 
-h...  +  r(,n  +  7i-y)C(n  — l)]  =  /c[(m+íj)Cn]  +  â. 

Dans  ces  équations  entrent  les  arguments  et  leurs  dérivées,  dont  le  nombre  est  égal  à 

k[{vi  +  n)Cn], 

qu'elles  doivent  déterminer;  par  conséquent  le  nombre  de  fonctions  arbitraires  doit  être  supé- 
rieur  à  o,  quand  les  fonctions  arbitraires  s'élimiuent  par  groupes,  et  égal  à  5  dans  le  cas  con- 
traire.  Quaud  on  fait  lélimination  des  arguments,  quelques  fonctions  arbitraires  peuvent  dis- 
paraitre,  ce  qui  n'altère  pas  la  conclusion  precedente,  parce  qu'alors  le  nombre  des  fonctions 
arbitraires  doit  augmenter. 

On  conclut  de  ce  qui  precede,  en  procedant  comme  dans  les  n."*  4  et  5,  que  les  théorè- 
mes  précédemment  énoncés  ont  encore  lieu  quand  k  >  0. 

Le  premier  de  ces  tliéorèmes  peut  être  encore  énoncé  de  la  manière  suivante: 
IJiniégrale  d' une  équation  aux  dérivées  parlielles  d'ordre  q  avec  n  variahles  indépendantes 
doit  confenir  un  nombre  de  fonctions  arbitraires  distinctes  égal  à  1'ordre  de  Véquation  avec  un 
nombre  iT arguments  égal  à  n — \,  quand  dans  1'élimination  des  arguments^  des  fonctions  arbi- 
traires et  de  leurs  dérivées,  ces  fonctions  na  s'élimÍ7ient  par  groupes,  ou  qu'il  sen  elimine  par 
groupes  le  moindre  nombre  possible,  et  jamais  elle  ne  peut  con'enir  moins. 


II 


SUR  L'INTÉGRATION  D'DNE  ÉQUATION  ADX  DÉRIYÉES  PARTIELLES 
DU  DEUXIÉME  ORDRE 


(Comptes  rendus  des  séances  de  1'Aeadéinie  des  Sciences  de  Paris,  t.  XCHL 

Paris,  1881) 


Le  but  de  cette  Note  est  de  faire  voir  que  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  deusièine 
ordre 


A 


dxdy  dy    '    '  Vrfx-'  dx 


d^z     .  „  t?z    ,    ,  là^z    dz  \ 

dz 


oíi  A  et  B  sont  des  foiíc-tions  de  x,  y,  z,  -r-,  peut  êti'e  transformée  dans  une  autre  du  pre- 

.        ,       .  ,    d^-z  d^z 

mier  degre  par  rapport  a   ^^   et  -j-^. 

Soit 


(1)  u=f(x,y,z.^. 


la  foiK-tion  /  ctant  déterminée  au  raoyen  de  léquatiou 


dx 
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En  dérivant  (1)^  on  obtient 

du  _df  ^    df  dz         df      rf-- 


(3) 


dx       dx       dz   dx  '    j  dz     dx-  ' 
dx 

du  _  df  ^df   dz_      _^    d^z 
dy       dy    '    dz   dy        ,  dz  dx  dy' 
dx 

d^z  ã^-z 


€b  z  d"  z 

En  éliminant  dans  Téquation  proposée         ,     et  -j-^  au  moyen  de  (3),  et  en  remarquant 

dz 
que  -j—  disparait  alors  á  cause  de  (2j,  ou  obtient  une  équation  de  la  forme  suivante: 


/  dz    du    u(í  \ 


dii\ 
-dy) 


Cette  équation  et  Téquation  (1)  donnent 

/  du    du 


dz       ,  1  du    du\ 


En  dérivant  la  première  des  équations  precedentes  par  rapport  à  x  et  en  comparant   le 
résultat  avec  la  seconde,  on  trouve 


/  du    du\        á'i        dti    du    ,     rfcp     d- u    ^     d^      d^u 

dx  dy 


Cette  équation  est  linéaire  du  deusième  ordre  et  donne  la  valeur  de  u,  qui,  substituée 
dans  réquation  (4),  mène  à  Tintégrale  demandée. 


III 

SUR  L'INTÉGRATION  D'DNE  CLASSE  D'ÉQUATIONS  AOX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 

DU  DEDXIÈME  ORDRE 

(BuUetins  de  TAcadémie  royale  de  Belgique,  3.°'^  série,  t.  m.  Bruxelles,  1882) 


Je  considere,  dans  ce  travail,  une  transformation  des  équations  aux  dérivées  partielles 
linéaires,  du  deuxième  ordre,  qui  les  ramène  à  autres  du  premier  ordre,  lorsque  leuis  inté- 
grales  intermédiaires  contiennent  seulement  x,  y  et  une  fonction  déterminée 

.  /  ãz    dz 

^  l^'  ^'  ''  7/x'  ^ 

qui  tie  varie  pas  avec  la  fonction  arbitraire. 

Quand  cette  transformation  u'a  pas  lieu,  je  fais  connaitre  une  transformation  qui  raiilcne 
l'équation  proposée  à  une  autre  du  deuxième  ordre,  laquelle  contient,  comme  cas  pai  tici.lier, 
la  transformation  de  Laplace. 


Soit  proposée  Téquatiou  aux  dérivées  partielles,  du  deuxième  ordre: 
(1)  F=Ar  +  Bs  +  Cí  +  D  =  0, 


ou  Ton  suppose 

""dí'     ^~d^'     "^lí^'    '^1^'     '^áy 


_dz^        _dz_        _d*£        _    d'-z  _d^-z 


168 


Cherchions  les  conditions  pour  que  Féquation  (1)  puisse  être  transformée  dans  une  autre 
du  premier  ordre  au  moyen  de  la  rélation 


(2) 


'-pCíe;  y)=f{«:,y-,^,p-,  i)- 


Cette  équation  donne: 


(3) 


dx       dx   '    dz^    '    dp         dq 


?!  («)  y,  z,  i^,  ?,  '•,  s,  t\ 


d^_d£^d£    ^d£ 
dy       dy    '    dz  dp 


df, 
dq 


í  —  TíT*  -r-j-  í  =  '-P2  (x,  y,  s,  p,  q,  r,  s,  t). 


Premièreinent  on  voit  que,  si  Ton  elimine  deux  des  quantités  r,  s,  t  entre  les  équations 
(1)  et  (3),  l'autre  quantité  doit  Jisparaitre. 

Ensuite,  éliminant  une  des  quantités  z,  p,  q  entre  Téquation  resultante  et  Téquation  (2), 
dont  le  second  membre  est  supposé  connu  (nous  verrons  bientôt  que  la  condition  precedente 
le  determine),  les  deux  autres  doiveut  disparaitre. 

Quand  ces  conditions  sont  satisfaites,  on  arrive,  en  eifet,  à  un  résultat  de  la  forme: 


(4) 


'H»^'2'''Í'S'^)=0- 


Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  transformation  precedente  soit  pos- 
sible  s'obtiennent  donc  en  esprimant  que  trois  des  quantités  z,  p,  q,  r,  s,  t  disparaissent, 
quand  on  elimine  les  trois  autres ;  autrement  dit,  par  un  théorème  sur  les  déterminants  fon- 
ctionnels,  bien  connu: 


(5) 


d¥ 

dY 

dF 

dF 

dr 

dx 

dt 

dp 

0 

0 

0 

df 
dp 

df 

df 

0 

dc5i 

dp 

dq 

\j 

dp 

0 

df 
dp 

df 
dq 

d-^i 
dp 

O, 
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(6) 


(7) 


dF 

dF 

dF 

dF 

dr 

ds 

dq 

dp 

0 

0 

df 
dq 

df 
dp 

dp 

df 
dq 

dq 

d'^i 
dp 

0 

df 
dp 

dcp2 
dq 

d '^2 
dp 

dY 

dF 

dF 

dF 

dr 

ds 

dz 

dp 

0 

0 

df 
dz 

df 
dp 

df 
dp 

df 
dq 

dz 

d'^i 
dp 

0 

df 

d'fi 

d'j^-2 

\J 

dp 

dz 

dp 

=  0, 


L'équation  de  condition  (5)  donne: 


A 

B 

C 

df 
dp 

7 

dp 

df 
dq 

0 

0 

df 

df 

\J 

dp 

dq 

Si  ~  =  o,  on  doit  éliminer  q  au  lieu  de  p,  au  moyen  de  l'équatioa  (2) ;  et  Ton  arrive  à 

.    •^,,         ■  ,  •  ..  df         .     df       df 

ce  meme  déterminant  multiple  par  -^;  iiiais  -j—  et  -j-  ne  peuvent  etre  nuUes  en  meme  temps; 

donc  ce  déterminant  est  égal  à  zero. 
Conséquemment, 


<8) 


''(|)'+-(|f-|-|-^ 


ou 


(9) 


dp  dq'      dp  dq' 
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íl,  Q'  étant  les  racines  de  Téquation 

(10)  CQ2-BQ  +  A  =  0. 

Chacune  des  équations  (9)  est  aux  dcrivées  partielles  linéaires,  du  pvemier  oi-dre,  avec 
deux  vaiúables  independentes;  par  conséquent  on  peut  toujours  les  integrar.  Nous  avons 
ainsi  deux  ensembles  de  valeiírs  pour  le  second  meiubre  de  la  formule  (2).  Substituons,  dans 
les  équations  de  condition  (6)  et  (7),  les  dérivées  de  la  fonction  /,  et  éliminons  ensuite  p  ou 
q  au  moyen  de  (2).  Si  Fon  obtient  ainsi  deux  identités  avec  deux  des  formes  de  Ia  fonction 
/,  qui  satisfasseiit  à  Tune  ou  à  Tautre  des  équations  (9),  Téquation  proposée  a  deux  transfor- 
mées  de  la  forme  considérée;  si  Ton  obtient  deux  identités  avec  une  seule  des  formes  de/, 
Téquation  proposée  en  a  seulement  une.  Enfin  si  Ton  n'obtient  pas  d'identités,  léquation  pro- 
posée n'a  pas  de  transformée  de  la  forme  considérée. 

Le  nombre  de  ces  transformées  ne  peut  par  être  supérieur  à  deux,  parce  qu'à  chaque 
transformée  correspond  uu  intégrale  intermédiaire,  comme  on  va  voir. 

Quand  les  éqiiations  (6)  et  (7)  sont  vérifices,  Félimination  de  trois  des  quantités  z,  j),  q,  r,  s,  í, 
entre  les  équations  (1),  (2)  et  (3),  conduit,  comme  nous  Tavons  déjà  vu,  à  une  équation  de  la 
forme  (4),  qu'on  integre  par  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles,  du  premier 
ordre,  avec  deux  variables  indépendantes.  Cette  équation  donne  la  fonction  -^^  cest  à-dire  le 
premier  nombre  de  (2).  Nous  avons  ainsi  une  intégrale  intermédiaire  de  Téquation  proposée, 
avec  une  fonction  arbitraire,  introduite  par  (4). 

Nous  ferons  encore  les  remarques  sui vantes: 

1."  Comme  Féquation  proposée  est  du  premier  degré  par  rapport  <à  r,  s  et  t,  Téqualion  (4) 

cl  '^        d  '^ 
será  aussi  du  premier  degré  par  rapport  :i  -    '   et  -5-^,  ou  equivalente  à  un  ensemble  dVquations 

du  premier  degré  par  rapport  à  ces  dérivées,  parce  que  les  formulas  (3)  sont  du  premier 
degré  par  rapport  à  toutos  ces  quantités. 

2.°  Si  les  équations  de  condition  (G)  et  (7)  sont  vérifiées,  nous  pouvons  annuler,  dans  les 
formules  (l),  (2)  et  (3),  deux  des  quantités  2,  p,  q,  r,  s  et  t,  qui  doivent  dispai^aitre  quand  on 
fait  Télimination  des  autres,  et  effcctuer  ensuite  cette  élimination,  Jaquelle  est  alors  sirapliliée. 


II 

Nous  avons  considere,  jusqu'ici,  le  cas  oíi  les  équations  de  condition  (G)  et  (7)  sont  véri- 
fiées par  une  des  fonetions  qui  satisfont  h  une  des  équations  (9). 

Si  seulement  léquation  (G)  est  vériliée,  nous  allons  transformor  Téquation  proposée  dans 
une  autre  du  deuxième  ordre.  Nous  verrons,  par  la  suite,  qu'il  y  a  une  classe  étendue  et. 
importante  d'équations  à  laquelie  cette  transformation  est  applicable. 

Après  avoir  trouvé,  par  Téquation  (5),  le  seconde  membre  de  (2),  si  Ton  trouve  que  la. 
condition  (6)  est  remplie,  mais  que  Téquation  (7)  ne  soit  pas  vérifiée,  la  variable  2  ne  dispa- 
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rait  pas,  quand  on  elimine,  de  réquatioii  (1),  trois  des  quantités  r,  s,  t,  p  et  </,  au  moyen  de 
(2)  et  (3).  Nous  aurona  donc  une  équation  de  la  forme: 


Elle  donne: 


dx       dz  '  dx       d'f'dx        j  <^ '-p  *   ''^^     '     ^  d-^' dxdy        ' 

dx  dy 

dfi       df,     dz       df     d-^^df       d'-'^  ^    df,       d^-o       ^ 


dy        dz  '  dy       d-^'  dy  d-^'  dx  dy       ;  f^  ?  '   <^1/^ 

dx  dy 

La  substitiition,  dans  léquation  (2),  des  vaieurs  de  -7-  et  j-,  données  par  les  équations 
precedentes,  conduit  à  une  équation: 

(12)        /.(.,„., ,,k|J  +  l^+m,   k.^  +  l.^+m.)=o, 

K,  L,  M,  Ki,  Li,  Ml  étant  des  fonctions  de  x,  y,  z,  o,  -~,  -j^. 

Éliminant  ensuite  z,  au  moyen  de  Téquation  (11),  on  obtient  une  équation  aux  dérivées 
partielles,  du  deuxième  ordre,  avec  deux  variables  indépendantes. 

Si  Ton  sait  intégrer  cette  équation  par  un  moyen  quelconque,  on  obtient  la  valeur  de  cf<; 
et  cette  valeur,  substituée  dans  (11),  conduit  à  Tintégrale  de  l'équation  proposée  (1). 

Dans  le  cas  contraire,  si  Téquation  (12)  est  réduotible  à  Ia  forme  [l),  on  lui  applique  de 
nouveau  la  transformation  precedente,  et  Ton  continue  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une 
équation  à  laquelle  ne  soit  pas  applicable  la  transformation  precedente,  ou  à  une  équation 
qu'on  sache  intégrer. 

III 

Nous  allons  maintenant  discuter  Téquation  (10). 
i/''  cas.  Si  A  =  0,  on  aura: 

2'  =  0,    Q"  =  ^; 
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I 


et,  par  conséquent: 


dp  '       dp        C  dq' 


donc  une  des  formes  de  la  fonotion  /  ne  contiendra  pas  jj. 
2J  COS.  Si  C  =  0,  on  aura: 


A 

P'  =  rc  9"  =f^ 


et 


rfy        '     <7y      B  •  rfj  ' 

par  conséquent,  une  des  formes  de  la  fonction  /  ne  contiendra  pas  q. 
5/  cas.  Si,  en  même  temps,  A  =  0  et  C  =  0,  on  aura: 

Q'  =  0,     <í"=<x, 
et 

(Ip  '      dq 

Ainsi,    une   des  formes   de  la   foiíclion  /  ne   eoi.tiendra  pas  p,  et   Tautre  ne   contiendra 
pas  q. 

4J  cas.  Si,  en  même  temps,  A  =  0  et  B  =  0,  on  aura: 

í»'=-0,     i>"  =  0; 
puis 


dp 


les  deux  formes  de  /  ne  contiendront  pas  p. 
ô.'  cas.  Si  B  =  0  et  C  =  0  on  aura: 


Q'  =  00,       »J"  =  oo, 


dq       "' 


Jes  deux  formes  de  /  ne  contiendront  pas  q. 
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Létude  de  ces  cas  particuliers  est  importante,  parce  que  l'on  y  réduit  souvent  des  cas 
plus  compliques.  Nous  allons  donc  les  étudier. 

I.  Considérons  rúquatiuii  aux  dérivées  partielles: 

F  =  Aj-  +  Bs  +  D  =  0, 

oíi  A,  B,  D  sont  des  fonc-tions  de  x,  y,  z,  p,  q. 

Nous  avons  déjà  vu  que,  dans  ce  cas,  l'équatioii  (õ)  donne: 

^  =  0      A^  =  BÍ^. 
dq         '  clq  dp 

La  deuxième  équation  ne  conduit  pas  à  un  résultat  remarquable ;  considérant  donc  seule- 
raent  la  première,  on  a 


(13) 


«  =/(^,  I/,  h  P)> 


en  posant  '^(a;,  3/)=  !'•  Par  conséquent: 


dit_df,df^.df 


(14) 


'  dx       dx       dz 


dp 


'■?i(aí,  y,  z>P)  '•)> 


du       df      df         df 


La  deuxième  équation  de  condition  (6)  donne: 


A 

B 

dF 
dq 

dF 
dp 

0 

0 

0 

df 
dp 

df 
dp 

0 

u 

dcsi 
dp 

0 

df 
dp 

df 
dz 

d-Sfi 
dp 

=  0, 


ou 


(16) 


dz       dq     dp 
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La  fonction/  doit  donc  être  obtenue  au  moyen  de  Téquation  precedente;  et,  comme  cette 
tbnction  ne  doit  pas  conteiiir  q,  Téquation  proposée  doit  être: 


F  =  Ar  +  Bs  +  Hí  +  G  =  0, 

A,  B,  H,  G  étant  des  fonctions  de  íc,  y,  z,  p. 
L'équation  (lõ)  devient: 

rydf  df 

d'ou,  intégrant, 

(16)  u=^f=f-K{Bdp  +  ndz), 

k  étant  le  facteur  qui  rend  intégrable  Bf/p-J-Hcíz. 
La  troisième  équation  de  condition  (7)  donne 

Si  rélimination  de  quatre  des  quantités  r,  s,  p,  q  et  z,  entre  cette  équation  et  les  équations 
(14)  et  (16),  conduit  à  une  identité,  1'cquation  proposée  aura  une  intégi-aie  intermédiaire. 
Nous  allons  cliercher  u  dans  ce  cas. 

On  déduit  de  l'équation  (16): 

puis,  en  éiiniiuant  H2'  +  Bs  et  r,  on  obtient: 

(18)  A-^  +  B^^  +  G-f-Bf-Af-A^^^O. 

^  «03  ay  dp  dy  dx  dz  -^ 

Eliminant  ensuite  une  des  quantités  p  ou  s,  au  moyen  de  Téquation  (16),  et  observant 
que  Tautre  doit  disparaitre,  à  cause  de  Téquation  (17),  on  aura  une  équation  de  la  forme: 

/  du     d.u\ 

Cette  équation  est  aux  dérivées  partielles,  du  premier  ordre,  avec  deux  variables  indé- 
pendantes.  Intégrée,  elle  donne,  pour  u,  une  valeur  eontenant  une  fonction  arbitraire.  Én 
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substituant  ensuite  cette  valeitr  de  ?t  daiis  (IG),  on  obtiendra  Tintégrale  interraódiaire  de 
réqiiation  proposée. 

Supposons  maintenant  que  róquation  de  eondition  (\1)  ne  soit  pas  vérifiée.  Alors  nous 
emploierons  la  transfunnation  du  numero  II. 

Eliminant  les  qiiamités  r  et  s,  au  moveu  dus  équations 

et  ensuit3  p,  a'i  iiinyen  de  róquation  (10),  et  observant  que  q  alors  duit  disparaitre,  on  obtient: 

4^+.B'^  +  C'  =  0, 
ãju  dy 

B'  et  C  étant  des  functions  de  a-,  y,  z,  (í. 
Cette  équation  donne 

d^u  d^u        /c?B'       (ZB'    (/m\  cZít       cZC       c^C  tZ«       ídB'    du       dC'\     _ 

dx^  dxdy       \  dx         du   '  dxj  dy        dx         du     dx   '    \  dz  '  dy         dz  / 

Eliminant  s  et  p,  au  moyen  de  Téquation  (16)  et  de  la  precedente,  on  obtient  une 
équation : 

_   d-  M    ,   , ,    d-  u     ,   _ ,.      ,. 
L-j— +  My-^  +  N  =  0. 
ax'  dx  dy 

Si  Ton  peut  intégrer  cette  équation  par  une  méthode  quelconque,  on  obtient  une  valeur 
pour  u,  qui,  substituée  dans  róquation  (IG),  conduit  k  Fintégrale  demandóe.  Dans  le  cas 
contraire  on  examine  si  Ton  peut  encore  lui  appliquer  la  trausformation  du  numero  II. 

II.  Si  A  =  0,  c'est-à-dire  si  Téquation  proposée  est: 

Bí>  +  C<4-D  =  0, 

tout  ce  que  nous  avons  dit,  das  le  cas  préccden^,  a  encore  lieu,  avec  le  cliangement  de  a-  en  y, 
p  en  y,  C  en  A,  et  réciproquement. 

III.  Si  Ton  a,  en  môme  temps,  A  =  0  et  C  =  O,  Téquation  (5)  donne: 

dp         '      dq 
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On  résout  donc  la  question.  ou  par  le  t-as  I  en  y  faisant  A  =  0,  ou  par  le  ca3  II  en  y 
taisant  C  =  0. 

IV.  Si  B  =  0  et  C  =  0,  Téquation  (8)  dunne: 


i 


donc- 


et  par  suite: 


dqj         ''' 


u=fix,y,z,p)\ 


dx      dx       dz  dp 


Alors  réquation  proposée  est 


F  =  Ar  +  D  =  0. 
Pour  que  q  disparaisse  quand  on  elimine  r  et  p,  au  moyen  des  precedentes,  on  doit  avoir: 

dp 

Donc  /  ne  peut  contenirp;  et  les  transfonuations  considéróes  n'ont  pas  lieu. 

On  excepte  le  cas  oíi  Téquation  proposée  ne  contient  pas  q\  alors,  l'équation  (6)  a  lieu 
sans  qu'il  soit  néeessaire  que  la  fonction  /  ne  c^ntieune  pas  p.  Mais,  dans  ce  cas,  Téquation 
proposée  peut  être  intégrée  eu  considérant  y  comme  constant  et  reiuplayant  la  constante  ar- 
bitraire  par  une  fonction  arbitraire  de  y. 

V.  Si  B  =  0  et  A  =  0,  on  applique  tout  ce  qu'on  a  vu  dans  le  cas  prccédent,  en  changeant 
X  en  y,  p)  en  j,  )•  en  í,  et  réciproqueinent. 


^^I 


mi  o  [mm  oos  eiiqs  mmum  oiiios  u  mãu  mum 


(Dissertação   apresentada   á  Faculdade  de  Mathematica  da  Universidade  de  Coimbra 
para  o  eoneui-so  a  um  logar  de  lente  da  mesma  Faculdade.  Coimbra,  1876) 
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INTPiODUGÇAO 


o  principio  das  velocidades  virtuaes  pude,  como  é  sabido,  servir  para  resolver  de  um 
modo  uniforme  todas  as  questões  de  Mecânica.  Isto  fez  Lagrange  na  Mecânica  Analylica, 
usando,  para  determinar  a  posição  dos  pontos  no  espaço,  ou  das  coordenadas  cartesianas  re- 
ctangulares, ou  das  coordenadas  polares.  Diz  porém  este  grande  geometra  que  na  Mecânica 
Analytica  se  pôde  empregar  qualquer  systema  de  coordenadas  para  determinar  a  posição  dos 
pontos  no  espaço. 

Poinsot  na  sua  Nota  sobre  um  j)oiiio  fundamental  da  Mecânica  Analytica  mostrou  que  as 
formulas  de  composição  de  forças  dadas  por  Lagrange  não  são  applicaveis  ao  caso  das  coor- 
denadas cartesianas  obliquas,  e  apresentou  as  formulas  que  então  têem  logar.  Foi  porém  mais 
longe  este  illustre  geometra,  pois  avançou  mesmo  que,  no  methodo  de  resolver  as  questões  de 
Mecânica  pelo  principio  das  velocidades  virtuaes,  não  são  próprias  as  coordenadas  obliquas 
para  determinar  a  posição  dos  pontos. 

Nenhum  geometra,  que  eu  saiba,  se  occupou  mais  d'este  ponto  de  Mecânica;  não  me  parece 
porisso  inútil  desenvolvel-o  nesta  dissertação,  para  mostrar  que  a  reflexão  anterior  de  Poinsot 
não  é  exacta,  e  chegar  por  meio  do  principio  das  velocidades  virtuaes  a  alguns  resultados  já 
obtidos  por  outros  methodos,  e  a  outros  que  julgo  não  terem  sido  ainda  notados. 

No  capitulo  I  mostro  primeiramente  que  a  equação  (Õ),  que  traduz  o  principio  das  velo- 
cidades virtuaes,  demonstrada  por  Lagrange  no  caso  dos  eixos  coordenados  serem  orthogo- 
naes,  tem  logar  ainda  quando  os  eixos  são  oblíquos.  Esta  extensão  da  formula  (5)  parece-me 
não  ter  sido  aind;!  indicada,  nem  também  a  extensão  análoga  da  formula  (4).  Procuro  depois 
as  formulas  de  composição  das  forças,  quando  os  eixos  coordenados  são  obliquos,  a  que  chegou 
Poinsot,  e  termino  por  deduzir  d'estas  formulas  o  principio  do  parailelipipedo  das  forças. 

As  equações  que  e.xprimem  o  equilíbrio  do  solido  invariável,  quando  os  eixos  coordenados 
são  obliquos,  foram,  como  se  sabe,  achadas  por  Poinsot,  usando  dos  theoremas  sobre  binários; 
creio  porém  ([ue  ninguém  se  occupou  ainda  de  as  deduzir  do  principio  das  velocidades  vir- 
tuaes. No  capitulo  II  faço  porisso  esta  deducção,  e  chego  assim  ás  formulas  (4)  e  (5),  que 
creio  novas,  das  quaes  se  tiram  as  equações  (G),  a  que  chegou  Poinsot.  Esta  deducção  é  feita 
por  dois  processos,  dos  quaes  o  segundo  ó  fundado  nas  formulas  (7),  que  são  a  generalização 
de  três  formulas  devidas  a  Euler. 
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No  capitulo  III  deduzo  primeiramente  a  equação  geral  da  Dynamica  no  caso  dos  eixos 
coordenados  serem  oblíquos,  deduzo  depois  as  equações  do  movimento  do  solido  invariável, 
que  têem  também  logar  no  movimento  de  qualquer  systema  livre,  e  demonstro  que  o  nâo 
entrarem  nestas  equações  as  torças  de  attracção  reciproca  dos  pontos  dois  a  dois  é  uma  eir- 
cumstancia  que  tem  logar  não  somente  quando  as  forças  são  eguaes  duas  a  duas  e  oppostas, 
mas  ainda  quando,  sem  serem  eguaes,  sao  todavia  funcções  das  distancias  dos  seus  pontos  de 
applicação.  Esta  proposição  creio  não  ter  sido  ainda  notada. 

Resta-me  fallar  de  um  dos  pontos  novos  da  minha  dissertação,  que  me  parece  ter  alguma 
importância.  A  posição  de  um  ponto  no  espaço  pôde  determinar-se,  relativamente  a  três  eixos 
coordenados  oblíquos,  pelas  projecções  orthogonaes  do  seu  raio  vector  sobre  estes  três  eixos. 
Este  systema  de  coordenadas,  applícado  á  Mecânica,  conduz  a  muitas  equações,  entre  as 
mais  importantes,  que  têem  a  mesma  forma  que  se  os  eixos  coordenados  fossem  rectangulares, 
abstraliiiido  da  significação  das  variações.  Estas  equações  são:  a  equação  fundamental  do 
equilíbrio;  as  equações  do  equilíbrio  do  solido  invariável  (formulas  (4)  e  (5)  do  capitulo  II); 
as  equações  (7)  do  mesmo  capitulo  II;  a  equação  fundamental  da  Dynamica  (formula  (5)  do 
capitulo  III);  as  equações  do  movimento  do  solido  invariável  (6)  e  (8)  do  capitulo  III,  e  as 
suas  consequências  (10)  e  (11).  Empregando  as  coordenadas  de  que  acabámos  de  fallar,  che- 
ga-se  a  resultados,  em  geral,  mais  simples  que  os  que  se  obtêem  empregando  as  cartesianas 
obliquas. 

Coimbra,  1876. 


CAPITULO  I 

Enuiliin-io  «los  sj^stemas  cie  loi^-oas 

1.  Sabe-se  que  o  principio  das  velocidades  virtuaes  se  traduz  pela  formula 

(1)  Fdp  +  Cldq  +  Rdr  +  ...  =  0, 

sendo  P,  Q,  K,  . .  .  as  forcas  que  actuam  sobre  o  systema  em  equilíbrio;  j),  g,  i\  ...  as 
distancias  dos  pontos  de  applicacSo  d'estas  forças  a  outros  pontos  collocados  na  sua  direcção, 
chamados  centros  de  forças;  e  dp,  dq,  dr,  ...  as  variações  d'estas  distancias,  quando  se  dá  ao 
systema  um  deslocamento  infinitamente  pequeno,  compatível  com  as  ligações  do  mesmo. 

Sabe-se  também  que,  para  resolver  qualquer  questão  de  equilíbrio  por  meio  do  principio 
das  velocidades  virtuaes,  deve  exprimir-se  rf_p,  ãq,  dr,  ...  em  funcção  das  coordenadas  dos 
diversos  pontos  do  systema,  elimínar-se  na  equação  (1)  as  dífferenciaes  das  coordenadas,  que 
se  poderem  eliminar  por  meio  das  equações  que  representam  as  ligações  do  systema,  e  egualar 
separadamente  a  zero  os  coefficientes  das  outras  dífferenciaes. 

As  coordenadas  que  servem  para  determinar  a  posição  dos  pontos  do  systema,  podem  ser 
de  qualquer  natureza,  como  diz  Lagrange.  Na  Mecânica  Analytica  emprega  este  grande  geo- 
metra  as  cartesianas  ortliogonaes  e  as  polares.  Aqui  empregaremos  as  cartesianas  obliquas. 

2.  Formemos  primeiramente  dp^  dq,  dr,  ...  em  funcção  das  coordenadas  x,  y,  r, 
x',  y,  z',  ...  dos  diversos  pontos  do  systema. 

A  distancia  entre  o  ponto  [x,  y,  z)  e  o  centro  de  força  correspondente  (a,  b,  c),  quando 
os  eixos  coordenados  são  oblíquos,  é 

Ux-a;-  +  {y-bf  +  (z-c;-  +  2(x-a)(y-b)cosix7j) 

(2)  p-=}  +2(a;  — «)  (z  — c)cos(a-z) 

(  +2(y—h){z  —  c)  cos  iyz), 

chamando  (xy),  (xz),  (yz)  os  ângulos  formados  pelos  eixos  coordenados  entre  si. 
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Differenciando,  vem 


[(se  —  a)  +  (i/—b)  cos (a?7/) -{-(z  —  c)  cos (xz)]  dx 

dp  =  —  \  +[(y  —  í)  +  {x  —  «) cos  (xy) -\-{s  —  c)  cos (yz)]  dy 

+  [{z  —  c)  +  (a;  —  «)  cos  (xz)  -[-(?/  —  5)  cos  (t/z)]  rfz ; 


P 


inas,  designando  por  l^^íc);   [py)  e  (jps)  os  ângulos  formados  pela  linlia  p  com  os  eixos  das 
coordenadas,  temos  (*J 

x—ay—h  z— c 

cos(»a;)  =  - H^ cos  (a'w) -j ,     ^ 

^   '  p  j)  p      cos  (srz), 

fáj  ^  cos  (2??/)  = h  ^ cos  [xy)  +  • 

~  -^-^^  ^j  ^j  p      cos  (yz), 

í         .     ^        z—c^x—a         ,     ^    ,    V — ^ 

cos  [pz)  = cos  (xz)  H 

^         ■"  ^  p  p     cos(7/z); 

logo 

(4)  dp  =  cos  (^x)  <7x  +  cos  (j>y)  dy  +  cos  {pz)  dz, 

que   é  a   mesma  formula   a  que  chegou  Lagrange  no  caso  de  serem  os  eixos  coordenados 
orthogonaes. 

ISÍo  caso  de  sobre  dois  pontos  (x,  y,  z),  (x',  y\  z)  actuarem  duas  forças  eguaes  e  oppos- 
tas,  virá 

(4')  dp  =  co&(px){dx  —  dx')-Y(ios{py){dy  —  dy') -\- cos  (pz)  (ãz  —  dz!), 

sendo  p  a  distancia  dos  dois  pontos,  e  (px),  (p>y)]  ^pz)  os  ângulos  formados  pela  linha  que  os 
une  com  os  eixos  das  coordenadas. 

3.     A  condição  necessária  e  sufiiciente  para  que  um  systema  de  forças  esteja  em  equili- 
hrio,  é,  em  virtude  do  que  temos  dito, 

(Õ)  H  P  [cos  (px)  dx  -\-  cos  (py)  dy  -\-  cos  (pz)  dz]  =  O, 

onde  se  deve  estender  o  signal  de  somma  a  todas  asj-forças  do  systema. 


(1)  Esías  formulas  ciicoiitram-se  nu  bcllu  Memcria  sjbrc  varias  foi  mulas  iiovas  de  Gcomctiia  Aualjtica, 
apresentada  pelo  nosso  illustrc  matliematico,  o  sr.  Daniel  Augusto  da  Silva,  á  Academia  das  Scicncias  de 
Lisboa,  em  1872. 
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Exprimindo  as  ligações  do  systema  por  equ.iyões  entre  as  coordenadas  obliquas  dos  seus 
diversos  pontos,  differenciando  estas  equações,  eliminando  por  meio  d'ellas  as  differenciaea 
que  se  poderem  eliminar  na  equação  precedente,  e  egualando  a  zero  os  coefficientes  das  res- 
tantes, ol)têem-se  as  equações  que  exprimem  o  equilíbrio  do  systema. 

Para  fazer  esta  eliminação  pôde  seguir  se  o  caminho  usado  por  Lagrange,  isto  é,  multi- 
plicar as  equações  que  exprimem  as  ligações  por  factores  indeterminados,  sommal-as  com  a 
equação  anterior,  e  egiialar  depois  a  zero  os  coefficientes  de  todas  as  differenciaes  dx,  di/,  dz, 
dx',  dl/',  dz',  etc.  Parte  das  equações  que  se  obtêem,  servem  para  determinar  os  factores,  e 
as  restantes  exprimem  as  condições  do  equilíbrio  do  systema. 

Póde-se  também  exprimir  immediatamente  as  condições  de  equilíbrio  do  systema  por  meio 
de  determinantes.  Com  eíFeito,  sendo  L'  =  0,  L"  =  0,  L'"  =  O,  .  .  .,  L""  =  0  as  equações  que 
representam  as  ligações  do  systema,  teremos 


ãL' 
dx 

dL" 
dx 


dh 


dL' 


dx 4-  -"  "    dy  +      t"    dz  - 
dy      ''  dz 


dx- 


dx 


JL" 


'Jy 


dy- 


dL" 


dz 


dz- 


dU 


dx' 
dL" 


f/a/ 


dx'  +  ...=  0, 
dx'  +  ..  .  =  0, 


fZL"'>  fZL(">  dW'>  rZL"" 

-  dx  H í —  dy  -\ -j~—  dz  -\ J—r-  dx'  + . .  .  =  0. 


dy 


dz 


dsd 


Por  meio  d'estas  equações  devem  eliminar-se  em  (5)  n  differenciaes  das  variáveis  x,  y,  z, 
sd,  y' ,  z',  etc.  e  egualar  a  zero  os  coefficientes  das  restantes,  o  que  dá  o  systema  de  deter- 
minantes : 


Pcos(pa3),     Pcos(2J^),     Pcos(jiz),     Y  co&{p'x), 
dL'  dL'  dL'  dL' 


dx    ' 

dy    ' 

dz    ' 

dx'    ' 

dL" 

dL" 

dL" 

dL" 

dx   ' 

dy    ' 

dz    ' 

dx'   ' 

dU") 

rfL("> 

dU") 

c/L<") 

dx    ' 

dy   ' 

dz    ' 

dx'  ' 

Cumpre  notar  que,  sendo  m  o  numero  de  pontos  do  systema,  liaverá  em  cada  columna 
horisontal  do  symbolo  precedente  3»?  termos,  e  em  cada  columna  vertical  n  ■  1.  Com  cada 
»i  +  l  columnas  verticaes  pôde  formar-se  um  determinante,  e  temos  assim  3  ni  —  n  determi- 
nantes distinctos,  cada  um  dos  quaes  deve  ser  separadamente  egual  a  zero,  e  que  dão  assim 
as  condições  de  equilíbrio  do  systema  proposto. 
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4.  Sejam  P,  Q,  R,  etc.  forças  que  actuem  sobre  um  ponto,  e  X,  Y,  Z  três  forças  diri- 
gidas segando  os  eixos  coordenados  e  capazes  de  substituir  as  primeiras.  Este  systema  estará 
em  equiiibrio  com  o  opposto  áquelle;  logo 

P c/^  +  Q rf^ -(-R(ír +  . .  .  =  X d^  + Yá-^  +  Z rf!:, 

representando  por  dr,  dr^,  d'C,  as  variações  das  distancias  {?,  yj,  Z,)  do  ponto  de  applicação 
das  forças  X,  Y,  Z  aus  centros  das  mesmas,  quando  se  dá  ao  ponto  um  deslocamento  infini- 
tamente pequeno. 

Reciprocamente,  se  a  condição  anterior  tiver  logar,  podem  as  forças  X,  Y,  Z  substituir 
P,  Q,  R,  etc. 

Para  determinar  n'este  caso  X,  Y,  Z,  notemos  que,  em  virtude  da  formula  (4),  temos, 

d'é^^dx-\-  dy. cos  {xy) -\- dz . cos  (a^z), 
d-q  =  dy-\-dx.  cos  {yx)  -\-  dz .  cos  iyz), 
dZ=  dz-\-dx. cos  (zx)  +  dy . cos  (zy) ; 

logo 

S  P  [cos  (jj£c) .  c7x  -f-  cos  (py) .  dy  -(-cos  (pz) .  dz]  =  X  [dx  +  dy .  cos  {xy)  -\-  dz .  cos  (a-z)] 

-j-  Y  [dy  -f  dx.  cos  (yx)  +  dz.  cos  (yz)] 
-\- Z  [dz  -{-  dx .  cos  (xz)  -\-  dy .  cos  (yz)], 

d'onde  se  deduz 

S  P  cos  (px)  =  X  -f  Y  cos  (yx)  +  Z  cos  (zx), 
(6)  I  S  P  cos  (py)  =  X  cos  (xy)  +  Y  +  X  cos  (zy), 

S  P  cos  (ps)  =  X  cos  (xz)  +  Y  cos  (yz)  -|-  Z, 


e  portanto" 


v?) 


P  í 

X  =  II  •=-  j  cos  (px)  (\  —  cos-  (zyn  +  cos  (py)  Tcos  (zx)  cos  (zy)  —  cos  (xy)j 

-\-  cos  (pz)  (cos  (xy)  cos  (z?/j  —  cos  (zx))-, 

P  i 
'  Y  =  II  Yi"  i  "^os  (jMj)  ( 1  —  cos"^  (ífz)  j  -j-  cos  (/>z)  Tcos  (a'?/)  cos  (az)  —  cos  (yz)] 

-\-  cos  (px)  (cos  (a:s)  cos  (yz)  —  cos  (xy)j  • , 

Z  =  11  Y"  cos  (jís)  (l  —  cos-  (xy)j  -f  cos  (_pí/)  (cos  (x?/)  cos  (ocz)  —  cos  (yz)) 

-f  cos  (2Jx)  (cos  (a??/)  cos  (yz)  —  cos  (a'2)  j  , 
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onde 

D  =  1  —  cos-  {xy)  —  cos-  {xz)  —  cos*(yz)  +  2  cos (xy)  cos  {xz)  cos {yz). 

Estas  formulas  são  aquellas  a  que  chegou  Poinsot  em  uma  nota  que  vem  no  fim  da  Me- 
cânica Analytica  de  Lagrange  (3."  ed.). 

Comparando  as  formulas  (6),  quando  ha  só  uma  força  P,  com  as  formulas  (3),  conclue-se 
que  X,  Y,  Z  são  as  componentes  segundo  os  três  eixos  de  uma  linha  P,  cujas  projecções 
orthogonaes  sobre  os  eixos  das  coordenadas  são 

Pcos(2íx),     PcosQ)?/),     P  cos  (/>;), 

e  esta  linha  é  porisso  a  diagonal  do  parallelipipedo,  cujos  lados  são  eguaes  a  X,  Y,  Z  e  diri- 
gidos segundo  os  eixos. 

E  o  principio  do  parallelipipedo  das  forças,  que  se  acha  assim  deduzido  do  das  veloci- 
dades virtuaes  de  um  modo  novo,  que  me  parece  muito  simples  e  directo. 

5.  Um  ponto  («,  ?/,  z)  pôde  também  ser  determinado  pelas  suas  três  projecções  ortho- 
gonaes sobre  três  eixos  oblíquos  e  as  forças  pelas  suas  projecções  orthogonaes  sobre  os 
mesmos  eixos.  Representaremos  as  novas  coordenadas  assim  definidas  por  («i,  yi,  zj)  e  as 
projecções  orthogonaes  da  força  P  sobre  os  três  eixos  por  Xj,  Yj  e  Zi. 

A  formula  (5)  pôde  pois  escrever-se  do  modo  seguinte: 

(8)  S  [Xi  (/íc  +  Yi  (/y  +  Z 1  <h]  =  O, 

e  empregar-se  debaixo  d'esta  forma  quando  os  coeficientes  de  dx,  dy^  dz,  etc.  nas  equações 
que  traduzem  as  ligações  do  systema  vierem  expressos  em  funcção  das  coordenadas  xi,  xi,  cci, 
etc;  como  acontece,  por  exemplo,  quando  a  condição  a  satisfazer  é  a  invariabilidade  da  dis- 
tancia entre  dois  pontos  («i,  ?/i,  zí),  {x\,  y\,  z\),  pois  que,  neste  caso,  a  formula  (4')  dá 

{x\  —  xi)  {dx  —  dx)  -f  {y'i  —  y{)  {dy  —  dy)  +  (zj  —  z,)  {dz  —  dz)  =  0. 

O  que  vem  de  dizer-se  tem  uma  applicação  no  caso  do  solido  invariável,  pois  mostra  já 
que  as  equações  do  seu  equilíbrio,  no  caso  dos  eixos  serem  oblíquos,  derivam  das  que  têem 
logar  no  caso  dos  eixos  orthogonaes  pela  mudança  de  a;,  y,  z,  etc.,  X,  Y,  Z,  etc.  em 
a"i,  yi,  Z{,  etc,  Xj,  Yi,  Zj,  etc,  com  tanto  que  as  projecções  dos  pontos  e  das  forças  sobre 
os  eixos  oblíquos  sejam  feitas  orthogonalmente. 

A  equação  (8),  que  exprime  o  equilíbrio  de  um  systema  qualquer,  tem  a  mesma  forma 
que  no  caso  dos  eixos  coordenados  serem  orthogonaes,  e  deve  empregar-se  quando,  difieren- 
VOL.  n  Y 
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ciando  as  equações  que  exprimem  as  ligações  e  substituindo  as  coordenadas  que  entram  nos 
coeíBcientes  das  differenciaes  das  mesmas  por  outras  obtidas  por  projecções  orthogonaes 
sobre  os  eixos,  e  eliminando  na  equação  de  equilíbrio  as  differenciaes  que  se  poderem  elimi- 
nar, se  chegar  a  resultados  mais  simples  do  que  empregando,  para  determinar  os  pontos  e 
as  forças,  as  suas  projecções  por  meio  de  planos  parallelos  aos  planos  das  coordenadas. 

As  formulas  para  esta  transformação  obtêem-se  facilmente  por  meio  dos  theoremas  da 
theoria  das  projecções,  e  sào 

xi=x-\-ij  cos  {xy)  -f  s  cos  {xz), 
,  yi=y  +  xcos{xy)^zQO%{yz)^ 

zi  =  z-\-x  cos  (xz)  -\-  y  cos  (j/z). 


CAPITULO  11 


Sotor»©  o  e<iixilil>r-lo  tios  sólidos 


6.     Equilíbrio  de  um  ponto  que  só  pôde  mover-se  sohre  uma  superjície  dada. 
Seja 

a  equação  da  superfície  dada. 

As  condições  do  equilibi-io  do  ponto  serão  (n."  3) 


llFcos(px),     ^Pcos(pi/),     I!Pcos(pz) 

dL'  dU  dU 

áíc  '  dy  '' 


dz 


ou 


(1) 


I  S  P  cos  {px),     1 P  cos  {py]  I 


dlJ_ 
dx  ' 


dV 
dy 


I S  P  cos  {px),     S  P  cos  {pz) 


=  0, 


dV 
dx  ' 


dU 
dz 


=  0. 


7.     Equilíbrio  de  um  ponto  que  só  pôde  mover-se  sobre  uma  curva  dada. 
Sejam 

L'=/i(x,2/,3)  =  0,     l."=fi{x,y,z)  =  0 


as  equações  das  superfícies  que  determinam  pela  sua  intersecção  a  curva  dada.  A  condição 


do  equilíbrio  do  ponto  será  (n."  3) 
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(2) 


S  P  cos  (_píc),  S  P  cos  {py),  S  P  cos  {pz) 

dV  dl^  dh' 

dx  ''  dy   ''  dz 

dh"  dh" 


dx 


dy   ' 


dh" 
"1^ 


:0. 


8.     Equilíbrio  do  solido  invariável. 

Procuremos  agora  as  condições  de  equilibrio  de  um  solido  invariável,  suppondo-o  referido 
a  três  eixos  coordenados  oUiquos. 

Suppondo  estas  condições  conhecidas  para  o  caso  particular  de  os  eixos  das  coordenadas 
serem  orthogonaes,  podia-se  passar  immediatamente  para  as  que  são  relativas  aos  eixos  obli 
quos  pelo  meio  indicado  no  n."  5.  Vamos  todavia  deduzil-as  aqui  directamente,  sem  as  suppor 
previamente  demonstradas  para  o  caso  particular  mencionado. 

Sejam  P'*',  Pl-*,  P'^',  etc.  as  forcas  applicadas  aos  diversos  pontos  (a;'",  ?/'*',  z'*'),  («'-',  y^^\  zl^'), 
(xW,  ?/l3)^  zí3))^  etc.  do  solido.  Virá  (n.»  3) 


(3) 


E  P  [cos  (px)  dx  +  cos  (py)  dy  -{-  cos  (pz)  dz  =  O, 


em  que  o  sommatorio  S  se  deve  exteuder  a  todos  os  pontos  a  que  estão  applicadas  forças, 
e  onde  se  devem  eliminar  todas  as  differenciaes  que  se  poderem  eliminar  por  meio  das  equa- 
ções que  exprimem  as  ligações  d'estes  pontos. 

Estas  equações  exprimem  a  invariabilidade  da  distancia  entre  dois  pontos  quaesquer  e 
são  da  forma: 

(a-(«)  —  x^i')f  -f-  (^(«)  —  yip))-^  -f  (2(»i  —  z(í))*  +  2  (a;'"'  —  £c'?))  (y)  —  ?/W)  cos  (xy)  \ 

+  2  (a;("t  —  a-f/"))  (z"')  —  zW)  cos  (xz)    =  const. 
+  2  (^'"1  —  y'P')  (z("i  —  z'/-))  cos  (yz)  ) 

Se  considerarmos  três  pontos  {x('-'-\  7/(«),  z^"-^),  {x^?\  ?/(P),  z'?)),  (íc' '^),  y('\  zCO)  do  solido, 
que  não  estejam  em  linha  recta,  para  exprimir  a  solidez  basta  exprimir  a  invariabilidade  das 
distancias  entre  estes  pontos  dois  a  dois  e  a  invariabilidade  das  distancias  de  todos  os  outros 
pontos  a  estes  três.  Deve  pois  na  formula  precedente  dar-se  a  n  os  três  valores  a,  p,  y  e  a 
p  os  valores  correspondentes  a  todos  os  outros  pontos  do  solido,  dando  além  d'isso  a  ^  os 
valores  P  e  7  quando  a  n  se  der  o  valor  a,  e  a  ^  o  Valor  7  quando  a  n  se  der  o  valor  [5.  For- 
mam-se  assim  todas  as  equações  distinctas  que  exprimem  a  solidez  do  corpo. 

Temos  pois  a  diíFerenciar  estas  equações  e  a  eliminar  entre  as  resultantes  e  (3)  as  diffe- 
renciaes das  coordenadas  dos  pontos  considerados,  que  se  poderem  eliminar.  Para  isso,  multi- 
plicaremos primeiro  as  equações  differencias  obtidas  por  factores  indeterminados  'k,  juntaremos 
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09  productos  a  (3)  e  egualaremos  a  zero  os  coeíficientes  de  todas  aquellas  differenciaes.  E  o 
que  vamos  fazer. 

Temos  primeiramente 

II P  [cos  (jpx)  dx  +  cos  (jpy)  dy-\- cos  (pz)  dz] 
-^  S'  Xj^j  [(a:(")  —  x(P))  (rfaC)  —  áícli»)  +  (^f")  —y'Pi]  (cZy'"'  —  dy'P')  +  (zl»)  —  zW)  (dz'")  —  rfz'í)) 
-j-  (^(n)  —y(p))  (áíc(")  —  dx'P^)  cos  (xy)  +  (xí»)  —  «'ft)  (dt/f")  —  <%'?')  cos  (xy) 
-f  (gOi)  _  z(p  )  (áa;!"'  —  cZa;'''!)  cos  (az)  +  (a;i")  —  a;W)  (<?z'")  —  áz"»)  cos  (xz) 

+  (y'"^  —  y'")  («íz''"  —  í^z'''')  cos  (í/z)  +  (z(»)  —  z'í))  (áyi  —  dy'?')  cos  (i^z)]  =  o, 

extendendo  o  sommatorio  —   a  tudas  as  equações  de  condição. 

Esta  equação  pôde  escrever-se  (capitulo  I,  formula  o)  do  modo  seguinte: 

r  P  [cos  (px)  dx  -\-  cos  (py)  dy  +  cos  (pz)  dz] 
+y.''Xl"p\[cos(r^^^x)(dx^''^-dx(P>)-^cos(^r(^^^ 

+      4''  [cos  (r-(^)  x)((fe(")  -rfa;<W)+cos  {r'f^  y)(dy<'^) -dy(9^)  +  cos  (rf  z){dz^'''>  -d.'?))] 

+     X.;^)[cos  (r.}<^) ar)(dx'«)  -dr*^) )-hcos  [r^-^ y){dy('''> -d/))  +  cos (r}")  5)(d3(") -dz^'^ )] 

+     Xp[cos(.f)a.)(rfa.(?)-cfe<.f>)+cos(r}?)2/)(%'?)-cZ/'))  +  cos(rf  ..)(^^^ 

representando  por  r-^'  a  recta  que  une  o  ponto  fas'"',  y^"',  s'"')  ao  ponto  (x'^',  ^'^  ,  z^^'\  e 

extendendo  o  sommatorio  S"  aos  três  valores  de  n  e  a  todos  os  valores  de  p^  excluindo 

«,  P,  T- 

Egualando  depois  a  zero  os  coeficientes  de  todas  as  differenciaes,  que  entram  na  equação 
precedente,  resultam  as  equações  seguintes: 

(A)  P^'')  cos  (p'^)  x)  +  S"  y}^'^  cos  (rW  a,)  +  X^">  cos  (r^<^)  x)  +  X{"^  cos  (rf )  a;)  =  O, 
(A')  P(«)  cos  (p('^)  y)  +  £"  Xj,«)  cos  (r(«)  y)  +  Xj<^)  cos  (^f  y)  +  X-í«)  cos  (r{^'  y)  =  O, 
(A")  P(-'  cos  (p(^)  .)  -K I"  X;^)  cos  (rj^)  .)  +  X^^')  cos  (r^")  z)  +  X}'^  cos  (4'')  z)  ^  O, 

(B)  P<^)  cos  (p' ^>  a;)  -1-  S"  Xj,?>  cos  (rj^^^  a;)  -  X^«)  cos  (rf  x)  +  X*^*  cos  (rf^  x)  =  O, 
(B')  PÍ^)  cos  (p'P)  y)  +  2"  Xj,^)  cos  (rj,?)  y)  - X'^^)  cos  (rj''>  y)  +  x}^)  cos (r^f^  y)  =  O, 
(B")  P'?J  cos (í>'?)  .)  +  ÍI"  -4?'  cos  (/?)  r)  -  X^''^  cos {rf  :)  +  X^  cos (,{?>  .)  =  O, 
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(C)  PCO  cos  (p(^)  x)  +  S"  •/')  cos  (rjP  x)  -  -4P)  cos  (rJP)  a;)  -  >..[«)  cos  (r'/'^  x)  =  O, 

(C)  P(^^  cos  (pC^*  y)  4-  S"  Xj,'^)  cos  (,■'■')  7/)  -  >f '  cos  (r.p)  7/)  -  iP  cos  (r|^^>  t/)  =  O, 

(C")         pC)  cos  (pC)  .)  +  S"  X^)  cos  (/' '  .-)  -  -4'^)  cos  (rip  z)  -  >.f )  cos  (r\'^-^  z)  =  O, 

extendendo  o  sommatorio  S"  .a  todos  os  valores  de  p. 
Além  d'estas  vêem  as  equações  seguintes: 

(Dj  P(P)  cos  (j^P^  x)  -  /.J;»  cos  (rj,^)  a;)  -  ij,^)  cos  (r^P)  *•)  -  xj/^  cos  (if  x)  =  O, 

(D')         P(P)  cos  (p(^)  ^/)  -  >.(;''  cos  (,;;^>  ^)  -  /.f  cos  (r;P)  3,)  - 1*;')  cos  (rj^^  ^)  =  O, 
(D")         pfP)  cos  (p(P)  .)  -  -A.^")  cos  (r^)  .)  -  ifP)  cos  (r^^)  .-)  -  >.j/)  cos  (r],^)  .-)  =  0. 

Estas  equações  são  tantas  quantos  os  valores  que  se  podem  dar  a  p,  excluindo  cc,  p,  y- 
Somando  as  equações  (A),  (B),  (C)  e  (D),  resulta 

S  P  cos  (px)  =  0. 

Do  mesmo  modo  se  obtêem  as  esquações 

S  P  cos  (j)i/)  =  0,     Í2  P  cos  (ps)  =  O, 

onde  se  deve  entender  o  sommatorio  S  a  todos  os  pontos  do  solido.  Temos  achado  pois  três 
das  condições  necessárias  para  o  solido  estar  em  equilibrio. 

Como  na  equação  (3)  ha  três  vezes  tantas  differenciaes  quantos  os  pontos  do  solido,  e 
como  as  equações  de  condição  distinctas,  a  que  estas  differenciaes  têem  de  satisfazer,  são  três 
vezes  tantas  quantos  os  pontos  do  solido,  menos  seis,  segue-se  que  o  equilibrio  é  expresso  por 
seis  equações;  resta  pois  formar  ainda  três.  E  o  que  vamos  fazer. 

Nas  equações  (A),  (A'},  (A"j,  (B),  . .  .,  (D")  ponhamos 


(«)    •N  _  '•^"'  cos  (»•(")  x)  -  r(P)  cos  {APÍ  x) 


cos  r ,    „ , 

V 


coslr'"' ?/ 


■(«)cos(rf'»)?/)-r(/')cos(r(P)^) 


V    ^J  ^\n) 


(„)    ^  _  rW  co3(r(")  z)-r(P)  cos(?-(?'>  ::) 
cos(r,.     z]  — - 

P 


'«"■-) 


191 


representando  por  r^"),  r'?'),  etc.  as  distancias  dos  pontos  (as('v,  y^^\  zí")),  {x^P\  y^\  2^0> 
ete.  á  origem  das  coordenadas. 

Multipliquemos  depois  (A)  por  r('^^  cos  (r'")  y)  e  subtraiamos  do  resultado  a  equação  (A'), 
multiplicada  por  r^''-^  cos  (i-''-''  ,t)  ;  virá 

P('^)  r<^)  [cos  (i)(^^)a;)  cos  (r(''<)  y)  —  cos  (p('')  ?/)  cos  {^''^x)'] 
y„    („)  y('')  >•(  )  [cos  (r(P)  y)  cos  (r(«)  a:)  -  cos  (?•(")  y)  cos  (r(P)  te)] 

P 

■  (.,)  A")  r(^'  [cos  (r(P)  y)  cos  {A")  x)  —  cos  (r(«)  y)  cos  (r'^)  a;)] 

•■>  —  J' 

(a)  r('')  r''^)  [cos  (r("0  y)  cos  (r^""*  a:)  —  cos  (rCO  x)  cos  (r^^^)  3/)] 

.,  _  ^=    . 

As  equações  (B)  e  (B'),  (C)  e  (C)  dão  do  mesmo  modo  as  duas  seguintes: 

P(?)  r(P   [cos  (p'P)a;)  cos  (r(?)  y)  -  cos  (jp<?^y)  cos  (r(?)a;)] 
^„  -  (;í)  r(?')  7-^^)  [co8(r(P)  y)  cos  (r(^)  u:)  -  cos  (r'e)  y)  cosCt-C^)  a;)] 

P 

.  ící)  ?•('')  rf  P4  [cos(r('')  y)  cos  (r'P)  a;)  -  cos  (r'P)  y)  cos  (r'")  a;)] 

(3)  »-(P)  i-(^)  [cos  (r(^í  y)  cos  (7-(P)  a;)  —  co8(r('0'a!)  cos  (r(P)  y)] 
+      A^  -^^^ =0, 

PCO  r<T)  [cos  G>(^)  a;)  cos  (rCO  y)  _  cos  (pCO  y^  cos  (r(T)  ar)] 
,  yf, ,  (•()  r( '^^  r^P)  [cos  (r(^)  a?)  cos  (r^P)  y)  —  cos  (»•(  O  y)  cos  (r^P'  a;)] 

p 

T,(P)  '■^P^í'^  *  [cos(r(P)y)  co8(rO')  a;)  — cos(r(0  y)  cos(r(P)a;)] 
^(a)  r(°)  r'^)  [cos  (rW  y)  cos  (>■(  O  a;)  -  cos  (rCO  y)  cos  (r(°)  x)] 
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As  equações  (D)  e  (D')  dão,  tratando-as  como  as  precedentes  e  sommando  todas  as  equa- 
ções correspondentes  aos  diversos  valores  de  p, 

S"  ?ÍP)  riP)  [cos  (jÁP)x)  cos  {r(P)  y)  -  cos  (  r^P)  x)  cos  {p'P^  y)\ 
,     (.,)  rt")  )■(?')  [cos  (r^"»  y)  cos  (>•(?"  x)  -  cos  (r(P)  y)  cos  (r(°)  a;)] 

^,, .  (p)  r(P>  rfP)  [cos  ()-'P)  y)  co8(r(P)  £c)  —  cos  (ríí)  3,)  cos  (r(f ) «)] 

p 

Sommando  as  quatro  equações  precedentes,  resulta 

S  P  í-  [cos  {px)  cos  (j-y)  —  cos  {py)  cos  {rx)]  =  O, 

era  que  o  somraatorio  se  deve  estender  a  todos  os  pontos  a  que  estão  applicadas  forças. 

As  equações  (A),  (A"),  (B),  (B"),  (C),  (C"),  (D),  (D")  dão  outra  equação,  que  se  deduz  da 
precedente  mudando  y  era  z.  As  equações  (A'),  (A"),  (B'),  (B"),  (C),  (C"),  (D'),  (D")  dão 
outra,  que  se  deduz  da  anterior  mudando  x  em  y  &  y  em  z. 

Temos  pois  para  o  equilibrio  do  solido  invariável,  quando  os  eixos  coordenados  são  oblí- 
quos, as  seis  equações  seguintes: 

ÍS  P  cos  (px)  =  O, 
S  P  cos  (py)  =  O, 
S  P  cos  (pz)  =  O, 

Í—Fr  [cos  (p)x)  cos  (ry)  —  cos  (_py)  cos  (''«)]  =  O, 
S  P  7-  [cos  l^px)  cos  (rz)  —  cos  (pz)  cos  (rx)]  =  O, 
—  P  )■  [cos  (py)  cos  (i-z)  —  cos  (pz)  cos  (ry)]  =  0. 

Estas  três  ultimas  equações  dão  o  theorema  seguinte: 

Se  considerarmos  duas  rectas  quaesqiter^  que  se  cortem,  e  se  projectarmos  sobre  ellas  as 
forças  que  actuam  sobre  o  solido  e  os  raios  vectores  de  seus  pontos  de  applicação,  multiplicando 
a  projecção  de  cada  força  sobre  uma  das  rectas  pela  projecção  sobre  a  outra  do  raio  vector 
cor7'espondenie,  tomando  as  projecções  da  força  sobre  uma  das  rectas  com  signál  contrario  ao 
da  projecção  da  mesma  força  sobre  a  outra,  e  sommando  todos  estes  productos,  virá  um  resul- 
tado egual  a  zero,  se  o  solido  estiver  em  equilibrio. 
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Se  o  corpo  tiver  um  ponto  fixo,  é  fácil  de  ver  que  as  equações  do  equilíbrio  se  reduzem 
ás  três  ultimas,  que  exprimem  pois  que  o  solido  iiâo  tem  movimento  de  rotação  em  roda 
d 'esse  ponto. 

Um  systema  em  equilibiio  fica  aimla  em  equilíbrio  se  unirmos  todos  os  seus  pontos  de 
modo  a  transformal-o  em  um  solido  invariável;  segue-se  pois  que,  para  o  equilíbrio  de  um 
systema  livre,  sao  necessárias  as  equações  precedentes,  mas  que  nào  são  sufficientes. 

9.     Se  as  forças  P  forem  parallelas,  vii-?io  as  equações 

^  P  =  O, 
K  cos  (px)  —  H  cos  (py)  =  O, 
L  cos  (j)x)  —  H  cos  {pz)  =  O, 
E  cos  {py)  —  K  cos  {pz)  =  O, 

onde 

H  =  EPrcos()a;),     K  =  il  P  r  cos  (í-^/),      L  =  11  P  )•  cos  (rs). 

Estas  três  ultimas  equações  determinam  dois  dos  ângulos  que  devem  foi^mar  as  forças 
com  os  tr,íS  eixos  para  que  haja  equilíbrio  relativamente  ao  movimento  de  rotação,  quando  o 
systema  é  dado.  O  terceiro  angulo  determina-se  pela  formula  de  Geometria  Ancdylica  ( veja-se 
a  Memoria  do  sr.  Daniel  Augusto  da  Silva,  já  citada): 

cos-  (px)  +  cos^  {py)  +  cos-  {pz)  +  2  cos  {px)  cos  {py)  cos  {xy)  +  2  cos  {py)  cos  (pz)  cos  {yz) 

-\-  2  cos  {px)  cos  {pz)  cos  {xz)  =  1 . 

Se  H,  K  e  L  forem  luiUos,  as  equações  precedentes  siío  ainda  satisfeitas;  neste  caso  porém 
os  ângulos  form;idos  pelas  forças  coui  os  eixos  ficam  arbitrários. 

Logo,  se  furem  nullas  as  sommas  que  se  obtSem  multiplicando  as  forças  pelas  pirojecçues 
orthogonaes  das  vectores  dos  seus  pontos  de  applicação  respectivos  sobre  cada  um  dcs  três  eixos 
coordenados  ohliquos,  hem  como  a  somma  das  forças,  o  solido  estará  em  equiliòrio,  qualquer 
que  seja  a  direcção  das  forças. 

No  caso  contrario  existe  sempre  unii  força  R,  determinada  pela  equação  XP  f  1^  =  0, 
que,  sendo  applicado  a  um  ponto,  diterminado  pelas  equações 

H  + Er' cos  (»•'«)  =  O, 

K+Rj-'cos()-'2^)  =  0, 

L  +  Rr'cos(r'3)=0, 

II*  r  K^  :-  L2  -f  2  H  K  cos  [xy)  +  2  K  L  cos  {yz)  -j-  2  H  L  cos  (xz)  =  IV-  r'\ 

VOL.   II  Z 
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onde  r'  representa  o  seu  vector  e  {r'  x),  (r'  y)  e  {r'  z)  os  ângulos  que  este  vector  forma  com  os 
eixos  das  coordenadas. 

Applicando  este  principio  á  gravidade  conclue-se: 

A  somma  dos  produetos  das  massas  de  cada  elemento  de  um  corpo  pelas  projecções  or- 
thogonaes  dos  respectivos  raios  vectores  sobre  cada  eixo  das  coordenadas  é  egual  ao  producto 
da  massa  do  corpo  pela  projecção  ortliogonal,  sobre  o  mesmo  eixo,  do  seu  centro  de  gravidade. 

E  neste  principio  que  se  funda  a  determinação  do  centro  de  gravidade  dos  sólidos. 

IO.  Erocurenios  agora  a  condição  para  que  as  forças  que  actuam  sobre  um  solido  tenham 
uma  resultante  única. 

Para  isso  devem  as  forças  que  actuam  sobre  o  solido  estar  em  equilíbrio  com  a  força 
egual  e  opposta  á  resultante;  logo,  representando  X(,  Yi,  Zi  as  projecções  orthogonaes  das 
forças  sobre  os  três  eixos  obliquos  e  R^.,  R^,  R;  as  da  resultante,  vem 

iXi-R,=o,   s-y,-B,=o,    s:z,-R,  =  o, 

-  (Xi  z/l  —  Yi  xi)  =  ll,:y\  —  Ryíci, 
S  (Zi  a?)  —  Xi  zi)  =  R-  x\  —  Rj;  z', , 
I  (Yi  zi  —  Zi  yi)  =  R,_^  £'■(  —  R- y\, 

chamando  x\^  ?/i,  z\  as  coordenadas  orthogonaes  do  ponto  de  applicaçào  da  resultante,  refe- 
ridas a  eixos  obliquos. 

As  três  primeiras  equações  precedentes  determinam  a  intensidade  da  resultante  e  a  sua 
direcção,  as  três  ultimas  dão,  como  vamos  ver,  a  condição  para  que  a  resultante  exista  e  as 
coordenadas  do  seu  ponto  de  applicação. 

Façamos 

L  =  S(X,y,-y,xO  =  yiIX,-.T',lY,, 
M  =  1  (Zi  xi  -  Xi  s,)  =  xi  1  Zi  -  zl  í:  X, , 
X  =  1  (Y,  z,  -  Z,  y^)  =  z;  1 Y,  -  y\  1  Z,. 

JMultiplieando  a  primeira  das  três  equações  precedentes  por  —  Zi,  a  segunda  por  —  Yj  e 
a  terceira  por  HXi.  c  soumiando,  vem 

NSXi+MSYi  +  LSZi^O, 

equação  que  representa  a  condição  para  que  haja  resultante. 

Ficam  pois  ainda  duas  equações,  que  jjertencem  a  uma  linha  recta  cuja  direcção  coincide 
com  a  da  resultante,  a  qual  pôde  ser  applicada  a  um  ponto  qualquer  d'esta  recta. 


á 
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11.     As  formulas  (4)  e  (õ)  podem  tomar  outra  forma. 

Com  effeito,  as  formulas  (4),  em  virtude  das  equações  (6)  do  capitulo  I,  dão 

X  +  Y  cos  (x/y)  +  y^  cos  (xz)  =  O, 
X  cos  (xi/)  4-  Y  +  Z  cos  (ijz)  =  O, 
X  cos  (xz)  +  Y  cos  (yz)  +  Z  =  O, 
e  portanto 

X  =  O,     Y  =  O,     Z  =  O, 

visto  que  o  determinante  D,  formado  pelos  ooefficientes  de  X,  Y  e  Z,  é  egual  a 

1  —  cos-  (xy)  —  cos"^  (xz)  —  cos-  (i/z)  +  2  cos  (xi/)  cos  (xz)  cos  (j/z) 

e  não  pôde  ser  nullo,  como  vamos  mostrar. 
Para  D  ser  egual  a  zero,  deve  ser 


cos  (yx)  =  cos  (zx)  cos  (zy)  +  \/cos^  (zx)  cos'*  (zy)  —  cos^  (zx)  —  cos^  (zy)  +  1 
=  cos  (zx)  cos  (zy)  +  sen  (zx)  sen  (zy)  =  cos  [(zx)  ip  (zy)], 
logo 

±  (yx)  =  (z«)  T  (^y)y 

o  que  não  pode  ter  logar,  porque  com  três  ângulos,  satisfazendo  á  condição  precedente,  nao 
se  píkle  formar  angulo  tiedro,  como  se  sabe  pelos  Elementos  de  Geometria. 

Passemos  ás  foiniulas  (5).  A  primeira  dá,  em  virtude  das  formulas  (3)  e  (6)  do  capitulo  1, 

51  TX  -(-  Y  cos  (xy)  -\-  Z  cos  (xz))  fx  cos  (xy)  -\-y  ^  z  cos  (zyy\ 
—  ÍX  cos  (a;^)  +  Y  -f  Z  cos  {zyy\  \x-\-y  cos  (xy)  +  z  cos  (trz)  j  =  O, 


ou 


il  (Ky  —  Yx)  sen-  (xy)  -\-  )l,  (Xz  —  Zx)  (cos  [zy)  —  cos  (xy)  cos  xz)) 
+  —  (Yz  —  Zí/)  ^cos  (zy)  cos  (xy)  —  cos  (xz))  =  0. 


Do  mesmo  modo  se  acham  as  duas  equações 


S  (Ky  —  Yx)  (coB  (yz)  —  cos  (xz)  cos  (xyu  +  £  (Xz  —  Zx)  sen^  (xz) 
+  —  (Yz  —  Zy)  (cos  (xy)  —  cos  lyz)  cos  (xzyj  =  O, 


196 


Z  (Xt/  —  Yx)  Tcos  (xy)  cos  (yz)  —  cos  {xz)\ 
-f  £  (Xz  —  Zx)  (cos  (a?/)  —  cos  (xz)  cos  (?/2) J  +  —  (Ys  —  Ziy)  sen-  yz  =  0. 


Estas  triBs  equações  dão 

E(X?/-Yíc)  =  0,     l(X3-Z.:c)  =  0,     S:(Yz-Z7/)  =  O, 

que  são  as  equações  conhecidas,  a  que  Poinsot  chegou  muito  simplesmente  usando  dos  Iheo- 
remas  sobre  os  binários. 

Para  tirar  a  conclusão  precedente  é  necessário  ainda  demonstrar  que  não  é  identicamente 
nuUo  o  determinante  symetrico 

sen-  (xy)  cos  (zy)  —  cos  (xy)  cos  (xz)     cos  (zy)  cos  (xy)  —  cos  (xz) 

cos  {yz)  —  cos  (xz)  cos  [xy)  .sen-  {xz)  cos  (xy)  —  cos  (yz)  cos  (xz) 

1  cos  (xy)  cos  (yz)  —  cos  (xz)      cos  (xy)  —  cos  (xz)  cos  (yz)  sen-  (yz)  | 

porque  de  contrario  haveria  eixos  taes  que  o  systema  estaria  em  equilíbrio  sem  serem  satis- 
feitas as  três  condições  precedentes. 

Com  eíteito,  representando  por  Di  o  determinante  precedente,  temos 

Dj  =  2  íeos  (zy)  cos  (xy)  —  cos  (xz)j  (cos  (ys)  —  cos  (xz)  cos  (xy^i)  (cos  (xy)  —  cos  (xz)  cos  (zyy\ 
—  (cos  (xy)  cos  (yz)  —  cos  (xz)j  sen-  (xz)  —  (cos  (xy)  —  cos  (yz)  cos  (ass))'  seu-  (.xy) 

—  (cos  (yz)  —  cos  (xz)  cos  (xy)j  sen^  (yz) 
-{-  sen^  (xy)  sen^  (xz)  sen-  (yz), 

e  portanto,  substituindo  os  cos.-nos  que  entram  nesta  egualdade  pelos  seus  valores  em  funcçào 
dos  senos  dos  mesmos  ângulos, 

Dl  =  (l  —  cos-  (xy)  —  cos'*  (xz)  —  cos-  (yz)  -{-  2  cos  (xy)  cos  (xz)  cos  (yz)j  =  D-, 


mas  já  mostr;'unos  que  D  não  pode  ser  nuUo,  logo  também  o  determinante  de  que  tratamos 
o  não  pôde  ser. 

CoDclue-se  pois  que  as  condições  de  equilíbrio  de  um  solido  invariável  são 

ISX  =  0,     SY  =  0,     1Z  =  0, 
(6) 

l-£.(Xy-Yx)  =  0,     ^(Xx-Zx)  =  0,     ^(Yz-Zy)  =  0. 


à 
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As  três  pi'imeiras  eqiiagues  exprimem  que  o  solido  não  tem  moviuu-nto  de  translação,  e 
as  três  ultimas  exprimeii  que  não  tem  movimento  de  rotação  eui  roda  dos  eixos  das  coor- 
denadas. 

Estas  ultimas  equações  dão  (em  virtude  das  formulas  (A)  da  Memoria  citada  do  sr.  Daniel 
Augusto  da  Silva) 

X  P  r  cos  (Sx)  sen  (P  r)  =  O, 
í:  P  r  cos  OS»  sen  (P  r)  =  O, 
I P 7- cos  (Ns)  sen(P r)  =  O, 

chamando  (jSx),  (Sy),  (Ns)  os  ângulos  formados  pela  normal  ao  plano  da  força  e  do  raio 
vector  do  ponto  de  applicaçâo  com  os  eixos  coordenados.  E  fácil  de  ver  que  Pr  sen  (P'-)  é  a 
área  do  parallelogrammo  cujos  dois  lados  são  P  e  r,  e  podemos  pois  enunciar  as  três  ultimas 
condiçi5es  de  equilíbrio  do  solido  invariável  da  maneii"a  seguinte: 

Para  o  equilíbrio  de  um  solido  invariável  livre  é  necessário  que  as  sommas  das  projecções 
sobre  cada  plano  coordenado  das  áreas  dos  parallelogrammos  formados  pelas  forças  e  pelos 
raios  vectores  dos  seus  pontos  de  applicaçâo  sejam  separadamente  nxdlas. 

Em  virtude  da  formula  (E')  da  mesma  Memoria,  vem,  chamando  A,  B,  C  os  ângulos  dos 
planos  coordenados, 

1  P^  7-2  sen2  (P  ,■ )  =  í:  (a;  Y  -  2/  X)'^  sen^  {xy)  -\-'£.\yZ-'Z  Yf  sen^'  {yz)  +  Z  (2  X  —  a:  Z)^  sen-  {xz) 

—  2^{yZ  —  zY){zX  —  xZ)sen  (yz)  sen  (xz)  cos  C 

—  2  X  (u.-  Y  —  ^  X)  (3  X  —  a-  Z)  seu  (xy)  sen  (xz)  cos  B 

—  2 1  (a;  Y  —  y'K)(yZ  —  z  Y)  sen  (a^)  sen  (yz)  cos  A, 

formula  que  mostra  que  a  funeção  de  x,  y,  z,  x',  y',  s',  etc,  X.  Y,  Z,  X',  Y',  Z',  etc,  que 
constitue  o  segundo  membro,  conserva  o  mesmo  valor  ainda  que  variem  os  eixos  das  coor- 
denadas, e  que  dá  uma  relação  enti-e  a  somma  das  áreas  dos  parallelogrammos  formados  por 
cada  força  e  pelo  raio  vector  tirado  para  o  seu  ponto  de  applicaçiio  e  as  projecções  d'estas 
áreas  sobre  os  planos  coordenados,  as  quaes  são  (Memoria  citada) 

(a;Y — y'S.)sen(xy),     (yZ  —  zY)sen(yz),     (z'K  —  xZ)sen(zx). 

12.  O  principio  enunciado  no  n."  9,  sendo  applioado  á  gravidade,  traduz-se  pelas  for- 
mulas: 

Z  7)1 7-  cos  (rx)  =  il  K  cos  (Rx), 
í!  H)  )■  cos  (ry)  =  M  R  cos  (R^), 
ÍI  m  r  cos  (rz)  =  íil  R  cos  (Rz), 

sendo  m  a  massa  de  cada  elemento  do  corpo  e  M  a  massa  total  do  mesmo. 
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Estas  formulas  dão,  em  virtude  das  formulas  (3)  do  capitulo  I, 

T,mfx  +  i/ cos  {xy)  -\-  z  cos  {xz)\  =  M  Ta;!  +  y\  cos  {xy)  +  sj  cos  (a;z)\ 
^  m  (y  +  X cos  (xy)  +  s  cos  {yz)\  =  M  ("í/i  +  Xi  cos  (.t?/)  +  «i  cos  (?/2)j, 
S  w  U  -\-x  cos  (ícs)  +  ?/  cos  (Tjzyj  =  M  ('sj  -f  «i  cos  (ccs)  +  ?/i  cos  (2/z)), 

sendo  a?),  _?/),  z\  as  coordenadas  do  centro  de  gravidade  do  corpo. 

D'aqai  concluese,  visto  que  o  determinante  formado  pelos  coefficientes  de  "^mx  —  JIxi, 
Smí/y  —  M?/i,  Í2ijis  — M.si  comcide  com  o  determinante  D,  considerado  no  n."  11,  e  não  p<ide 
ser  nullo,  como  já  mostrámos, 

Ylmx  =  M.Xi,      —my  =  ^íy],      —mz^Mzi, 

equações  que  determinam  as  coordenadas  do  centro  de  gravidade  de  um  corpo  relativamente 
a  ires  eixos  coordenados  obliquos. 

E  fácil  de  ver  que  estas  formulas  applicam-se  também  á  determinação  do  centro  de  gra- 
vidade de  um  systema  iivi'e. 

13.  As  equações  do  equilibrio  de  um  solido  invariável  podem  ainda  deduzir-se  seguindo 
outro  caminho,  que  vamos  expor. 

A  condição  da  solidez  de  um  corpo  realiza-se  conservando  todos  os  pontos  a  mesma  dis- 
tancia entre  si,  e  poi-tanto  conservando  a  mesma  distancia  entre  si  uma  serie  de  pontos  que 
formem  um  fio,  qualquer  que  seja  a  direcção  d'este  fio. 

Sejam  aj,  ?/i,  si  as  coordenadas  de  um  ponto  do  corpo,  referidas  a  eixos  obliquos,  mas- 
obtidas  por  projecções  orthogonaes  do  ponto  sobre  os  mesmos  eixos;  serão  xi  -{-dxi,  yi-\-dyf, 
zi-\-d3i,  x^-\-2  dxi-{-d-xi,  yi  -\-2  dyi  -\-  d-  íjí,  sj -j-2tZi'i +  íÍ"^.-i,  etc.  as  coordenadas  dos  pontos 
seguintes  de  um  fio  considerado  no  corpo.  Sejam  ainda  (ar,  y,  z)  as  coordenadas  obliquas  ordiná- 
rias do  primeiro  ponto,  e  portanto  (x-\-dx,  y-\-dy,  z-\-ã?S),  {o:-\-2dx-\-d'^x,  y-\-2  dy-{-d-y, 
z-\-2  dz-\-d-  z),  etc.  as  dos  seguintes. 

Escrevendo  a  equação  (4)  do  n."  2  debaixo  da  forma  seguinte: 

cip  =  cos  (jix)  â  (a;"  —  x')  +  cos  (py)  o  (?/''  — y')  -}-  cos  (pz)  5  (s''  —  z'), 

representando  agora  por  8a;',  riy',  8,-',  8a/',  oy",  oz"  as  componentes  dos  deslocamentos  vir- 
tuaes  dos  pontos  (x,  y',  z'}  e  (x",  y",  z'')  e  por  hp  a  variação  da  distancia  entre  estes  pontos, 
em  virtude  dos  referidos  deslocamentos,  e  pondo  nella 


p  =  ds,     x''  —  x-^-  dx,     -y"  =  ?/  +  '(y,     z"  =  z  +  dz,     x'  =  x,     y'  =  y,     z'  ■■ 

dxi  dyi  dzi 

"d         ""'     ""  ~  "'''^    ""'~ 


cos  (px)  =  -^-,     cos  (py)  =  -^-,     cos  (pz)  =  --^, 
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temos 

(A)  (h-  ?  ds  —  dxi'rj(lx-\-  dl/i  5  dy  -\-  d::\  í  dz. 

Pondo  depois 

p  =  ds  +  d-^s,     x"  =  x+2dx  +  d^x,     7/"=?j  +  2d>/i-d^-y,     z"  =  z-]-2dz  +  d'-z, 
x'  ~x-\-dx,     y'  ^=y-'r(^í/i     z'  =  z-x-dz, 

dxi+d-xi  ,      ,      dm+d-y,  ,     ^       dzi  +  d-zi 

cos(pxO^-j^^j^,     c-osa>^.)  =  -^— ^^^,     oos  (pz)  =  -^^-^-^^, 

«,  attendendo  ú  relação  seguinte,  que  resulta  de  differenciar  (A), 

d-  s  5  ds  -r  d><  5  f/-  s  =  d/^  x,  í  dx  -  dxi  ô  d-  x  +  d-  yi  S  ãy  +  dyi  ò  d-  y  +  d'-  si  3  dz  -!-  dzi  3  d^  z, 

vem 

(/-^  s  í  (Z-!  s  =  d'-  XI  5 1/^  x  +  dhji  ò  d^-  y  --  d^  zi  ò  d'^  z. 

Do  mesmo  mudo  se  acham  as  egualdades 

d'^  s  í  (P  s  =  f/^  íTi  ò  rt-'  x  +  d^yi^d^y-{-  d?  si  3  fZ^  2, 
tZ''  s  ô  tZ*  s  =  (7*  a'i  í  d'*  x  -rd^yxl  d''  y  +  d''zifj  d'-  s, 

As  forimilas  antecedentes  seguem  uma  lei  muito  simples,  cuja  generalidade  é  fácil  mostrar. 
Encontram-se  na  Mecânica  Ancdylicu  de  Lagrange,  porém  demonstradas  somente  para  o  caso 
de  os  eixos  coordenados  serem  orthogonaes. 

Suppondo  X  a  variável  independente,  e  portanto  dx  constante  e  d-x  =  d^x  =  .  .  .  =  0,  vêem 
pois,  para  condições  da  solidez,  as  equações 

dxi  òdx-}-  dyi  Ídy-\-  dzi  Zdz  =  0, 
d-yid-^y  +  d^zid-nz  =  0, 
d\>/id^fjy  +  d^zid^òz  =  0. 

As  outras  nào  são  distinctas  d'eslas,  o  que  me  dispenso  de  estar  a  pruvar  aqui,  porque  viiu 
demonstrado  na  ■Mecânica  Analytica.  Estas  equações  integram-se  como  as  correspondentes  da 
Mecânica  Analytica  e  os  seus  integraes  sao 

I  3  X  =  3  Z  —  í/l  5  N  "T  zi  3  M, 
(7)  hy  =  3wi  +  íCiSN -£i3L, 

3  3  =  3  Jí  —  íci  3  M  +  ^1 3  L. 
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Substituindo  estas  variações  na  formula  (5)  do  capitulo  I  e  egualando  a  zero  os  coeffi- 
cientes  das  indeterminadas  òw,  í  jj,  ol,  o  51,  5M,  5L,  voem  as  equações 

i:x,  =  o,    iYi  =  o,    EZ,  =  o, 
i;  (Xi  zi  —  Zi  xi)  =  o, 

:^(Zi.y,-Y,  z,j  =  0, 

que  são  as  equações  (4)  e  (õ),  a  que  já  haviamos  chegado  de  outro  modo. 

Temos  pois  mostrado  que,  determinando  os  pontos  no  espaço  por  projecções  ortbogonaes 
sobre  eixos  oblíquos,  ehega-se'  a  equações,  para  exprimir  o  equilibrio  do  solido  invariável, 
que  têem  a  mesma  forma  que  no  caso  de  os  eixos  serem  ortbogonaes. 

Já  dissemos  que  estas  equações  têem  logar  para  um  systema  qualquer  livre.  Notaremos 
ainda  que,  se  tivermos  um  systema  qualquer  livre,  e  liouver  forças  interiores,  actuando  sobre 
o  systema,  taes  que  a  uma  força  sollicitando  um  ponto  A  para  B  corresponda  outra  egual  e 
opposta  sollicitando  B  para  A,  estas  forças  não  entrarão  nas  equações  (4)  e  (õ),  nem  por- 
tanto em  (6). 

Com  effeito,  a  somma  dos  momentos  virtuaes  de  duas  forças  P,  eguaes  e  oppostas,  será 
(capitulo  I) 

P  [cos  (jpx)  (ãv  —  dx')  +  cos  (py)  (dy  —  di/)  +  cos  {pz)  (dz  —  fZ,í')]  =  P  (7p, 

expressão  que  é  nulla  em  virtude  da  invariabilidade  da  distancia  f)  dos  pontos  (x,  y,  z)  e 
(*■',  y  ^  2');  e  porlaiitj  a  força  interior  P  não  entra  era  (3j,  nem  portanto  em  (4),  (5)  e  (6). 


CAPITULO  111 

Sotore  os  princípios  geraes  da  Oynamica 

11.     Movimento  de  um  systema  qualquer  de  pontos. 

Passemos  agora  á  determinação  das  equações  do  movimento  de  um  systema  qualquer  de 
pontos  ligados  de  qualquer  modo. 

Sejam  P,  Q,  R,   ...  as  forças  que  actuam  sobre  o  systema.   Suppondo-o  referido  a  três 

eixos  coordenados  oblíquos,  -^,  -j-  e  -j-  representarão,  como  no  caso  dos  eixos  orthogonaes, 

as  componentes  das  velocidades  de  um  ponto  qualquer  (a;,  y,  z)  e     . ,  ,     ,  ^  e  —rir  as  com- 
ponentes da  sua  acceleração. 

Chamando  m  a  massa  de  um  qualquer  dos  pontos  do  systema,  as  forças  que  produzem  o 

íx  07  dL   71  d  z 

seu  movimento  serão  eguaes  a  m    , ,  ,  m    ,  „  ,  m    ,  „  . 
^  dt-  '        dl-  '        dt- 

Estas  forças  devem  ser  equivalentes  ás  forças  P,  Q,  R,  . . . ;  logo  (n."  4)  temos,  repre- 
sentando agora  por  Sa;,  8?/,  ciz  e  3p  as  quantidades  que  no  n."  4  se  representaram  por  dx,  dy, 
dz  e  dp,  isto  é,  as  componentes  segundo  os  eixos  das  coordenadas  do  deslocamento  virtual 
do  ponto  {x,  y,  z)  e  a,  variação  da  distancia  d'este  ponto  ao  centro  da  força  P, 

d'~  X  /  \ 

-~^  Còx  +  ^ji/ .  cos  (xy)  -\-  oz .  cos  (xz)) 

(1  j  S  P  íp  =  ::  7,i  /  +  -f  (hy  +  Sx .  cos  (yx)  +  Zz .  cos  (yz)) 

-  -^  (^z+hx. cos  (xz)  +  ^y.cos  (yz)^, 
ou  [capitulo  I,  formula  (3)] 

,„.  ^,  p.         ^      rf/-.rcos(Vx)^        á-.)-eos(j-^)  ^         d-. r  cos  (rz)  ^  1 

chamando  r  o  raio  vector  do  ponto  (x,  y,  z). 
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O  primeiro  membro  das  equações  precedentes  pôde  escrever-se  do  modo  seguinte: 

I       X  {^jx  -{-  5j/  cos  {xij)  -\-  Ss  cos  (xa)  j 

<3)  S  P  S;?  =  -  '  +  Y  (ly  +  Ix  cos  (ijx)  +  Iz  cos  {yz)^ 

f  +  Z  [5s  -}-  Sx  cos  [xz)  +  3^  cos  f^/s)), 
ou  ainda 

(4)  Z  P  3p  =  S  P  [cos  (pj-)  Síc  -f-  cos  {jpy)  ly  +  cos  {pz)  tz\. 

Chamando  a'i,  ?/i,  si  (como  até  aqui  temos  feito)  as  coordenadas  do  ponto  (a?,  y,  z),  obtidas 
por  projecções  orthogonaes  sobre  eixos  obliquos,  e  Xi,  Y|,  Zi  as  projecções  da  força  P,  obti- 
das do  mesmo  modo,  vem  a  equação  do  movimento  de  um  systema  qualquer: 


(5) 


Xiòx-h  Y|?J/  +  Zlí- 


L   f/í-  (h-      ''        dr^        J 


O  sommatorio  Z  deve  exteuder-se  a  todos  os  pontos  do  systema  e  a  todas  as  forças. 

A  formula  (5)  tem  a  mesma  forma  que  se  os  eixos  coordenados  fossem  orthogonaes,  e  é 
muito  mais  simples  do  que  a  que  resulta  de  egualar  os  segundos  membros  de  (1)  e  (3). 

Da  formula  (1),  combinada  com  (3)  ou  (4),  deduzem-se  as  equações  do  movimento  de  um 
systema  qualquer,  procedendo  do  mesmo  modo  que  nas  questões  de  equilíbrio,  isto  é,  elimi- 
nando por  meio  das  equações  que  exprimem  as  ligações  as  variações  que  se  poderem  eliminar, 
e  egualando  a  zero  os  coeíEcientes  das  restantes.  As  coordenadas  que  se  devem  usar  nestas 
equações  são  as  cartesianas  obliquas. 

Podem  também  deduzir-se  as  equações  do  movimento  de  um  systema  da  formula  (5),  eli- 
minando do  mesmo  modo  por  meio  das  equações  de  condição  as  variações  que  se  poderem 
eliminar.  Neste  caso,  se  as  coordenadas  que  entram  nas  equações  de  condição  forem  £C|,  ?/i,  zi, 
etc,  isto  é,  as  rectas  que  se  obtêem  projectando  o  ponto  orthogonalmente  sobre  os  três  eixos, 
devem  exprimir-se,  depois  de  as  variar,  3a;i,  ãyi,  8zi,  etc.  em  funcção  de  3íc,  ãy,  8z,  etc, 
usando  das  formulas  que  vêem  no  fim  do  n."  ò.  Se  as  equações  estiverem  expressas  em  coor- 
denadas cartesianas,  devem  variar-se  primeiramente,  e  depois  substituir-se  x,  ?/,  z,  etc.  pelos 
seus  valores  expressos  em  X{,  yi,  zy,  etc,  dados  pelas  mesmas  formulas. 

15.  Como  as  equações  de  equilibrio  de  um  solido  invariável  são  condições  necessárias 
para  o  equilibrio  de  um  systema  qualquer  livre,  como  já  vimos,  e  a  equação  fundamental  do 
movimento  tem  a  mesma  forma  que  a  equação  fundamental  do  equilibrio,  as  equações  do  mo- 
vimento de  um  solido  invariável  têem  também  logar  no  movimento  de  qualquer  systema 
livre.  Vamos  pois  procurar  estas  equações. 

Temos  para  isso  de  eliminar  em  (1)  ou  (5)  as  variações  das  variáveis  que  se  poderem 
eliminar  por  meio  das  equações  que  exprimem  a  invariabilidade  das  distancias  entre  os  pontos 
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do  systema  dois  a  dois.  Tínhamos  pois  de  proceder  como  no  capitulo  II,  n."  8;  mas  é  escusado 
repetir  o  calculo,  puis  a  comparação  das  formulas  fiiudamentaes  do  equilíbrio  e  do  movimento 


mostra  que  basta  n'aquellas  su])por  que  as  foryas  são  P,  Q,  R,   ...  — m 


d^  X{  (1^  y\ 


m  ■ 


dt^  '        de-  • 

d^Z{        _  ,  ^         ,       ,.  ^    ^    ^  il-x 


—  m — T^i   etc,    quando   queremos  empregar   a  formula  (õ),  ou  P,  Q,  R,    ...    — 


m 


,?  ,  —m — j-^,-,  etc,  quando  queremos  empregar  a  formula  (1). 
Vêem  no  primeiro  caso  as  equações 


(6)  My.-„5^)=o, 


d'^i\ 


v(Z.-.Í^)^0; 


e  no  segundo 


,7)  J.(v_..4f).0, 

que  têem  a  mesma  forma  que  as  anteriores,  mas  que  correspondem  a  diverso  systema  de 
coordenadas. 

Além  das  formulas  (6)  vêem,  quando  se  emprega  a  formula  (5),  as  equações 

('  (í    £P  I  fl/     Z\  \ 


dt^     '       dv' 

XI 


(8)  h:(Y...-x.,o  =  ^"^(^^.-5 


yi 


e,  quando  se  emprega  a  formula  (1), 


1   V  /  V  V    N       V       í  d^x  d-z 

d^y  d^x 


(9)  <;v(Y._x,)  =  v^(Af._^,), 

L(Zy-\z)^-.,n[-^y--^J 
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Vamos  ver  quaes  as  propriedades  que  se  deduzem  das  formulas  (6),  (7),  (8)  e  (9). 

16.     Algumas  consequências  das  equações  precedentes. 

1.°  Representemos  por  ki,  Zj,  ?)ii  as  coordenadas  do  centro  de  gravidade  de  um  systema 
livre,  referidas  aos  eixos  obliquos  primitivos,  mas  obtidas  projectando  este  ponto  orthogonal- 
mente  sobre  os  eixos,  por  «i,  jBi,  71  as  coordenadas  de  um  ponto  qualquer  do  solido,  referidas 
a  eixos  passando  pelo  centro  de  gravidade  parallelamente  aos  primitivos.  Teremos,  pela  pro- 
priedade do  centro  de  gravidade  de  que  falíamos  no  n."  12, 


d'onde  se  deduz 


mas 


logo 


i;wai  =  0,     Smpi  =  0,     í:w/.i  =  0, 


cZ^ai  d-^i  d--Çi 


,d-xi  _^     ã^- (ai  +  kl)  _d-^kí 


dt*  dt^  di*   ~ 

Do  mesmo  modo  se  obtêem  as  equações 

(?^//i        d-U  d^zi       d^mi 

dt-  dl'  '  c/í-  dí- 

As  formulas  (6)  dao  pois  as  seguintes,  que  determinam  o  movimento  do  centro  de  gravi- 
dade do  systema: 

(10)  /VY,_M^  =  0, 

vZ,_M^'-  =  0, 

\  dt-  ' 

em  que  M  representa  a  massa  total  do  systema  —m. 

Estas  equações  mostram  que  o  centro  de  gravidade  tem  o  mesmo  movimento  que  teria,  se 
toda  a  massa  do  solido  estivesse, nelle  concentrada,  e  todas  as  forças  ahi  fossem  transportadas, 
sem  mudar  de  direcção,  como  se  pôde  ver  applicando  a  formula  (5)  ao  ponto  {k\,  h,  mi). 
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Aa  equações  (7)  dão  do  mesmo  niodo 

r/í*  ' 

vz-M-^=0 
de'-        "' 

que  levam  ás  mesmas  conclusões. 

2."  Se  o  systema  fosse  soUicitado  por  forças  taes  que  não  tivesse  movimento  de  rotação, 
se  se  tornasse  rígido  pela  introdueção  de  novas  ligações,  seriam  nullos  os  primeiros  membros 
das  equações  (8),  e  estas  equações,  integrando-as,  dariam  as  seguintes: 

'       /      dx{  dzi  \ 


y'-dr-''-dr)'^=^^ 


que  são  de  primeira  ordem,  e  onde  A,  B  e  C  sào  constantes  arbitrarias. 
As  equações  (9)  dão  no  mesmo  caso 


V 


No  caso  de  o  systema  ter  um  ponto  fixo,  as  equações  (11)  e  (12)  ainda  teriam  logar, 
tomando  este  ponto  para  origem  das  coordenadas;  no  caso  porém  de  ter  imii  eixo  fixo,  toman- 
do-o  para  eixo  dos  s,  só  teriam  logar  as  segundas  das  equações  (11)  e  (12).  Isto  no  caso  de 
as  forças  que  sollicitam  o  systema  serem  taes  que,  se  se  tornasse  rigido,  ficasse  em  equilibrio. 

1".  C^uando  os  pontos  do  systema  são  sollicitados  uns  para  os  outros  por  forças  interio- 
res e  estas  acções  reciprocas  são  eguaes  e  oppostas,  estas  forças  não  entram  nas  equações 
(()),  (7),  (8)  e  (9),  segundo  o  que  se  demonstrou  no  fim  do  n."  13.  Aqui  vou  mostrar  que. 
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para  estas  forças  não  entrarem  nestas  formulas,  nào  é  necessário  que  as  acções  reciprocas 
sejam  eguaes,  e  dar  assim  uma  extensão  nova  aos  principies  precedentes. 

No  que  vae  seguir  supporemos  os  eixos  das  coordenadas  obliquos,  as  coordenadas  dos 
pontos  oljtidas  por  projecções  orthogonaes  sobre  estes  eixos,  e  estes  pontos  sollieitados  uns 
para  os  outros  por  forças  interiores,  actuando  segundo  uma  funcção  qualquer  das  suas  distan- 
cias respectivas,  de  modo  que  seja,  para  dois  pontos  de  coordenadas  (ajj,  2/1,  sj)  e  (sei,  y\,  zj), 

F  =  C/(r), 

sendo  C  uma  quantidade  que  pode  variar  com  o  ponto  attrahente  mas  que  é  independente  do 
ponto  attrahido. 

Serão  as  projecções  sobre  os  eixos  coordenados  da  força  F  com  que  o  ponto  (a*!,  y'i,  zí) 
soliicita  (íci,  yi,  zi) 

Xi  =  C(')/(r)  cos  (rx),     Yi  =  CH)/(r)  cos  (ry),     Zi  =  C(í>/(r)  cos  (rz). 

Mas  [capitulo  I,  formula  (4)] 

dr  dr  dr 

-^  =  cos  {rx),     ^-  =  cos  {ry),     -j-  =  cos  (rz). 

Logo,  chamando  -^f?-)  uma  funcção  cuja  derivada  em  ordem  a  r  seja /(r),  e  fazendo 
U=Ci<)(p(í-),  resulta 

X=—      y='^—      Z=  — 
dx^  dy  ^  dz  ' 

Posto  isto,  as  equações  do  movimento  de  um  ponto  qualquer  (xi,  yi,  sj)  são,  como  é  fácil 
de  ver, 

rPxi^^^dJl      fl^^^^dJl       d^_^dJJ 
dt^       ~  dx '       dt^       ~  dy  '       dt-   ~~  dz' 

extendendo  o  sommatorio  a  todos  os  pontos  que  actuam  sobre  (scj,  yi,  zj). 
Estas  equações  podem  escrever- se 

d-xt  _dY^O)       rf2^,  _dV(Oi       d^zi_dY^O) 
df-  ~    dx   '     ~di^  df    ~W^~dz~'' 

sendo 

V(0)  =  SC(")cp(r„j, 
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onde  C""  é  o  coefficiente  de  attracção  do  ponto  (x\"\  y'"\  2*,"')  e  r„  a  sua  distancia  ao  ponto 
(íc„  yi,  3,),  e  onde  se  deve  dar  a  n  os  valores  1,  2,  3,   ... 

Equações  análogas  têem  logar  para  os  outros  pontos,  isto  é: 

d'-Xi  _  d  V")      f/2  y'i  _  d  VI"       d-^  z\  __  d  V(»> 
~W  ~    dx    '    ~dF  ~  ^dif '    ~d£^  õfe^' 

d^-x[       fZVC^)      d^iil       fZV'2)       fZ2  2';       f?V(2) 


■J/i 


d<2         t/a;"   '      r/<-^  dij    '       c/í"^ 


f/í'    ' 


onde 


Vii)  =  vCi"''f(r;,j,     Vi2)  =  í:  C<"1  cp  (Ki),     etc, 


r'„  representando  a  distancia  do  ponto  (x',"',  ?/',"*,  si"')  ao  ponto  (a;',,  yj,  aj),  9-l|  a  distancia  do 
ponto  («',"•,  ?/'i"',  2<"')  ao  ponto  («',',  ?/',',  s','),  etc,  e  m  devendo  ter  os  valores  O,  2,  3,  .  . .  em  V , 
09  valores  O,  1,  3,  4,  ...  em  V,  etc. 

Sommando  separadamente  os  três  grupos  de  equações  assim  formados,  depois  de  as  mul- 
tiplicar por  Cl"),  C"l,  C(2i,  Cf3t,  ...,  resulta 

M  „(!■)  J  V(n) 

V  C(")  - -^'_  =  -^  C(") 

rf/2  -  ^  t?!/C')    ' 

fi-  z'"'  r/  V'«) 

df-        -^      d~J">  ' 

onde  o  sommatorio  se  deve  extender  a  todos  os  pontos. 

O  segundo  membro  da  primeira  d'estas  egualdades  pôde  de  ser  escripto  do  modo  seguinte: 


-  +  • 


+  c...[c.o./(,,)ÍJ+c(vw§+... 
+  c<^i  \c:V{r.)  ^  +  c(  V"  ('■•;.)  £i + •  •  • 


+  ■ 


temos  porém 


'•|  =  'o,      r.,  =  ro,      7-.,  =  )•; 
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dr,           dr, 

dr^           dr^ 

dr\ 

dr. 

dx           dx  ' 

dx           dx" ' 

dx 

dx" 

logo  o  seu  valor  é  egual  a  zero. 
Temos  pois 


.  d  V<") 
dxi"i 


Do  inesmo  modo  se  mostra 


que 


d  V")  d  VI") 

f/?/i")  '  rfz"') 


T 


emos  pois 


fl-2  -,(»)  ^2  ,,(")  -7-2  .(») 

Supponhamos  agora  applicadas  aos  diversos  pontos  do  systema  {x„  ?/„  z,),  (x'„  y'„  sj),  etc. 
forças  parallelas  e  proporcionaes  a  C'"',  CO,  C'*',  etc.  Estas  forças  terão  uma  resultante 
applicada  a  um  ponto,  que  chamaremos  centro  do  systema.  Tomando  este  ponto  para  origem 
das  coordenadas,  chamando  («,,  p,,  Yi),  («i,  Pi,  '{,),  etc.  as  coordenadas  dos  diversos  pontos 
do  systema,  referidas  a  esta  origem  e  a  eixos  parallelos  aos  primitivos,  e  (X,,  jj.,,  v,)  as  do 
centro  do  systema,  referidas  aos  eixos  primitivos,  virá 

S  C'">  <»  =  O,    SC<"'pl"'  =  0,    S  C""  Tl"*  =  o, 

extendendo  o  sommatorio  a  todos  os  pontos  do  systema. 
Estas  equações  dão 

V  ni„)  "    "i     _  o       V  r;(„)  il_P'_  _  a       v  ri(„)  "   Tf     _  q. 


mas 


logo 


rfí2  -  ^  dt^ 


'''  S  C("i  =  O, 


dí2 
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e  do  mesmo  modo 


Temos  pois 


dC-         '      df^         '      dt^         • 


Os  integraes  d'estas  equaçijes  mostram  que  o  centro  do  st/stenut  tem  um  movimento  recti- 
líneo e  uniforme. 

Se,  além  das  forcas  de  attracção  reciproca,  houvessem  forças  exteriores  que  aetiiassem 
sobre  o  sysfema,  viria 

^    '  V  0(11)  _  V  PI,,,  Vi,,)      '""1^'  V  ni»)  =  V  níní  vinj      ^^  V  r;(„)  ^  v  n,„)  '/h<} 
di^   ~        ~~  <'      dr^    ~  ~  «'      dr^   ~  ~  »' 

onde  nâo  entram  as  forças  de  attracção,  e  vê  se  pois  que  o  centro  do  si/stema  pôde  ter  uui 
movimento  independente  das  forças  de  attracção  reciproca  dos  pontos,  ainda  que  est-«s  furças 
nSo  sejam  duas  a  duas  eguaes. 

Passemos  ás  equações  relativas  ao  movimento  de  rotação  do  systema. 

As  equações  precedentemente  achadas  dâo 

V  r('i)  (  rco  _^  _  a-C)  _  :!i_  )  _  V  nin)  1 "  ^       „'">  —  — x"'>  1 

^^     r'      c/r^        ^'      rff^  y*--^     U/"     '        dx'-"  ^'  J' 

extendeudo  o  summatorío  a  todos  os  pontos  do  systema. 
Mas  por  ser 


y.V"/  •  ^      ■--      w  ,  ^,n/  .  ^      "-  ,  ^,., 


^  =  cos  «"'ar),     ^  =  co8(7-<;"y),     ^  =  c08(r:*«) 
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V  C(")  ( —  —  x',"'  —  —  —  7/"' )  =  O 
/  d  V'"'  ^  V"'        \ 


^^      l"'       Jí^         ^'       dl'    /""' 

/        íZ-  7/'"'  d'  3 '"» \ 

/  tZ'-??"  (Z-7/'"'\ 


Integrando  estas  equações,  resulta 

/  dl-'""'  fZ?'"'  \ 

/        (Zí/'"'  íZj-'"'  \ 

-^   V^'    ízr-''  -czrj-^' 

sendo  A,  B  e  C  constantes  aibitrarias. 

18.  Quando  o  deslocamento  virtual  de  um  systema  coincidir  com  o  deslocamento  real,  o 
que  só  pôde  ter  logar,  como  é  sabido,  quando  as  equações  de  condição  contiverem  o  tempo 
explicitamente,  ãx,  Sj/,  Iz,  etc.  coincidirão  com  as  diíferenciaes  dx,  dy,  dz,  etc,  e  a  formula 
(1)  reduzir-se-ha  a 

I  P  do  =  H  m  '^'^'l^  +  ^-ydu-Vd-zdz 

^  dr- 


^      (d^  xdy  +  d^y  dx)  cos  {xy)  +  {d-  x  dz  +  d-  z  dx)  cos  {xz)  +  {d"-  ydz  +  d^z  dy)  cos  (yz) 


ou 


p      ^"í  2'tZí^  '""'"  dr-  ■ 
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Mas,  sendo  —j-,  —j^,  --p  as  componentes  da  velocidade  do  ponto  (x,  7/,  2),  a  equação  pr«i- 


cedente  pôde-  escrever-se 


equr.ção  que  encerra  o  principio  das  forças  vivas  e  que  integrada  dá,  suppondo 
sendo  h  constante  arbitraria. 


À 


il[  SUR  L[S  NOiRtS  OE  BERiOLLl 

(American  Journal  of  Mathematics,  t  VU.  Baltimore  1885) 


NOTE  SUR  LES  NOMBRES  DE  BíRNODLLI 

Dans  uii  iiitéressant  méinoire  intituK'',  Some  Notes  on  the  Numhers  of  Bernoulli  and  Euler, 
publié  dans  le  volume  v  du  American  Journal  of  Mathematics,  Mr.  G.  S.  Ely  obtient,  au 
moyen  des  séries  qui  résultent  du  développement  de  tangx,  de  cot  ,r,  de  sec^x,  etc,  quel- 
ques  relations  entre  les  nombres  de  Bernoulli  et  entre  les  nombres  d'Euler.  Le  but  de  la 
presente  note  est  de  signaler  encore  quelques  résultats  relatifs  aux  mêmes  nombres  qu'on 
peut  trouver  au  moyen  du  développement  de  seca;,  de  (l+e')~',  de  secPa-,  etc. 

1.     Considérons  premièrenient  la  fonotion 

2/  =  (l+e^r'. 

La  dérivée  d'ordre  n  de  eette  fonction  est  donnée  par  la  fo;inule  (') 

w!i!e«(l+e*)-'"-* 


7/(")  =  s(-iy.^ 


a!í;!...X!(2!)P(3!)f..  .(«!/-' 

ou  a,  p,   .  .  .,  /.  représentent  les  solutions  entières  positives  de  Téquation: 

a  +  2p+.3T+... +  «).  =  «; 
et  oii 

i  =  a  +  p  +  T+...  +  X. 

Si  Ton  fait  niaint.-nant  a;  =  0,  on  trouve 


y'«^  =  ^{-\y. 


M  !  l 


!,-! 


2'+i.a!p!...X!(2!)?(3!/...(n!/ 


(')  Voyez  Obras  sobre  MaUianatica,  t.  i,  y>.  213. 


D"un  autre  côté,  uous  avons 
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92ti  _  1 


et  par  conséquent 

étant 

a  +  2p  +  3Y4-...  +  (2»  — l)X  =  2;i— 1,     i  =  a-f  ,8  +  .  .  .  +  X. 

Nous  avons  donc  une  formule  pour  le  calcul  des  nombres  de  BernouUi.  Cette  formule  fait 
encore  voir  que  le  dénominateur  des  nomhres  de  BernouUi  ne  peut  contenir  d'autres  facteurs 
premiers  que  2  et  ceux  de  2^" — 1,  et  que  le  facteur  2  ne  peut  pas  y  être  élevé  à  une  puissance 
supérieure  à  n. 

En  eífet,  on  voit  au  mojen  de  la  tliéorie  des  dérivées  d'ordre  quelconque  que  la  fonction 
numérique 

(2)  ('"-1)' 


a!|3!...X!(2!)P(3!/...(2íi-l!/ 

donne  un  nombre  entier  toutes  les  fois  que  a,  ,S,  .  .  . ,  '/,  représentent  une  solution  quelconque 
de  Téquation  (*) 

a  +  2p  +  3T+...  +  (2n-l)X  =  2n-l. 

On  peut  encore  envisager  sous  un  autre  point  de  vue,  que  nous  ne  ferons  qu'indiquer  ici, 
la  formule  (1).  EUe  établit  une  rélation  entre  les  nombres  de  BernouUi  et  les  nombres  (2), 
dont  Tétude  est  importante,  parce  que  ils  entrent  dans  Tespression  analytique  des  dérivées 
d'ordre  quelconque  qu'on  vient  d'appliquer  pour  déduire  la  formule  (1). 

2.  II  est  évident  que  cliaque  formule  qui  donne  une  expression  de  la  dérivée  d"ordre  n 
d'une  fonction,  donne  une  expression  correspondante  des  nombres  de  BernouUi.   Nous  allons 


(*)  En  efifet,  cette  fonction  numérique  coincide  avec  le  coefficient  du  terme  general  de  la  formule  qui 
donne  j/<^~'',  quand  y  =f(u),  «=  ç  (a;),  démontrée  dans  le  t.  i,  p.  213,  de  ces  Obras  sobre  Maíhematica,  et 
I'analyse  employée  pour  déduire  cette  formule  fait  voir  que  ce  coefficient  est  un  nombre  entier. 
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donc  employer  à  cette  fin  la  formnle(M 


^W  =  n!'v"^'/(0(„j, 
1=1  *  • 


A.  =  ^  I  («■)""  -  Y  (»'"')""  ■ «  +  ^2"  ^"'"'^*"'  "'■•■]' 


Étant 

y  =  (l+e==)-' =?£-',     !t=l  +  c^', 
nous  avons 


'— "                     A  - 
«CO  =  m  '  E  (—  1 1'  í-^ 


Ai  =  ir  V  (-  iy/(^      ^0---(^      ^  +  1)  (-(1  ^  ,.),-;■],„, . (1  +  ex)i. 
n  !  i.=o  «:  • 

II  faut  donc  chercher  la  dérivée  d'ordre  n  de  (l  +  e^)'"*,  ce  qu'on  peut  faire  au  moyen 
de  la  formule  de  Leibnitz,  qui  donne 

[(l  +  e7-^-](«)  =  [(l  +  e^-)  +  (l  +  e-)  +  ...](..)  =  S^^l-yyP,p^...?.X, 

oíi  S  represente  la  somme  correspondante  à  toutes  les  solutions  entières,  positives  ou  niilles, 
de  Tóquation 

le  nombre  des  qnantités  a,  ,3,  Yj  •  •  •,  ><  étant  i  —  k,  et  ou 

En  posant  a;  =  O,  on  trouve 

yN  =  «!_£  (-!)•■.  2H^, 


(')  C.  Ilermite :  Coiirs  (VAnah/se  de  VEcole  Pnlytechnique,  p.  59. 
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ou 


fct 

j)i)=2,       pi  =272=^3  =...=  1. 


D'un  autre  côtó,  nous  avons 


2n 


II  vient  donc 


('2hV   ^=21-1  A 

(3)  B,„_,  =  ^'i^    ^J^    (-ir '-3,1^, 

et 

«  +  P  +  T+-.-  +  >-  =  2n-l, 

avec  la  condition  de  remplacer  le  facteur 

i(i— l)...(í-^•  +  l) 


par  Tunité,  quand  A;  =  U. 

3.  Des  expressions  analogues  à  (1)  et  (3)  représentent  les  coeffieients  du  dóveloppement 
de  (1  +  é^)-!'  en  série.  Les  resultais  qu'on  obtient  en  exprimant  ces  coeffieients  au  moyen  des 
nombres  de  Bernoulli  sont  bien  moins  simples. 

n 

En  représentant  par        """   ^   les  coeffieients  du  développement  de  (1  +e^;~',  nous  avons 

premièrement  la  formule 

^''   *  2'^Pa!p!...>.!(2!)f...(2n-l!y'' 

oíi  a,  p,  . . .,  X  représentent  les  solutions  entières,  positives  ou  nuUes,  de  Téquation 

a  +  2p  +  3Y+...-}-(2n-l)).=  2n-l, 
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et  oú 

analogue  à  Ia  toruiule  (1);  et  ensuite  la  formule 

C.._,=(2„_„!'-r',-l,..£fe+%âL+i^A^ 


i=! 


2'+i'.H 


.   _*v'  ,     ,.,  i(i-l)...(i-k+l)2''      PuP'f-FK 

jaquelle  est  analogue  à  la  formule  (3). 

4.  Considérons  maintenant  les  nombres  d'Euler.  On  peut  calculer  ces  nombres  au 
raoyen  d'une  formule  analogue  à  la  for.uule  (1).  En  effet,  Texpression  analytique  de  la  dó- 
rivée  d'ordre  n  de  y  =  (cosa;)~*  par  rapport  à  x  est 

«!í!cos'^  (a;4--^)  cos^  (x  +  2-^)  . .  .cos'-  (x-f  n-^l 

v(»)  =  ^  ( -  1  )'■  ^ — ^ — ^ —. 

"         "'  a!3!...X!(2!)?(3!)'...(n!)^cos'+»x 

Nous  avons  donc 

(2n) !  i !  cos"  -^  cos?  2  -|- . . .  cos^  2»  ^ 

Ei„  =  1  (-  1  )■■ . ^ . ^ , 

a!;5!...X!(2!)P(3!)^..(2n!)'- 

ou  a,  ,3,  . . . ,  X  représentent  toutes  les  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  Téquation 

a  +  2,3  +  3Y  +  4ô  +  5c  +  6co  +  .-.+  2nX  =  2n 

et  ou 


ou 


(4)  £.„=-£(— 1/t  3+"'+ 


(2n) ! 


p!3!co!...(2!)?(4!)°(6!)"'...' 
oíi  ,3,  5,  (I),  . .  .  représentent  les  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  Téquation 

.3  +  2ã  +  3(.)  +  ...  =  n, 


et  oú 


»  =  íi  +  Ô  +  to+.. 


220 


On  peut  aussi  calculer  les  nombres  cUEuler  au  moyeu  d'une   formule  analogue  à  (3). 
En  effet,  en  posant 

y  =  (cos  a:)-* , 

nous  avons 


E2„  =  (2n)!   S   (-lyA,- 
1=1 

oh 

«  +  ,5  +  ...  +  /.  =2», 

a,  p,   ...  ne  devant  recevoir  que  les  valeurs  paires. 

5.     Considórons  maintenant  la  foiíction  dont  M.  Ely  s'a  oecupé  priucipalement,  à  savoir 

y  =  ("cos  x)~P , 
pour  la  développer  en  série.  Nous  avons 

nlp(p-\-l).  .  .(^  +  1—1)008"  ía;  +  -^]  cos?  ix-\-2-^)  . .  .  cos''  [x  +  n-^ 


a!  p  ! . . .  X !  (2  !)P  (3  l)'' .  .  .(n  lj'^.cosP+'x 


et  par  conséquent,  en  représent.int  par  C*,,  le  coefficient  de  ~-r — r   dans  le   dóveloppenient 
considere. 


(27i)!p(^  +  l)(p  +  2)...(j9  +  i— l)eos^^-^cosH2-^-...cos''2ji^ 

n    =v/ ly [ ^ ^ ^ 

^''     ''^       ''  «!p!...>i!(2!)P(3!yí...(2íiOX 

oii 

a  +  2,3  +  3-r+..-  +  2ííX  =  2n,     i  =  a  +  [i  +  . .  .  +  1; 
ou 

C.„-V(_iy+3+o.  +  ...     (2n)\p{p-^1)...(p  +  i-l) 

j3!8!(o!...(2!)í'(4!)°(6!)"'...  ' 

oii,  comme  précédemment 

|5  +  28  +  3co  +  ...  =  H,     i=[i  +  fj  +  m+... 
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Cette  fornniltí  va  iious  fonduire  à  uii  résultat  important. 

En  y  posantp=y  +  l  et  remarquant  que,  comme  nous  avons  déjà  dit, 

(2«) ! 


al^l...ll{2])?...(2n\f^ 
est  un  norabre  entier  et  que 

p[p  +  l). .  .ij,  +  i-r)  =  {p'  +  l)(p'  +  2). .  .(p'  +  i)  =  mu\úi>h  àep'  +  í  2...Í, 

nous  avons 

Cj„  =  multiple  de  p'  +  Ej», 
ou  le  théorème: 
(5)  Cín^E»,,     (mod=;j  — 1). 

De  cette  congruence  il  resulte  que  le  théoi"ème  de  Lucas,  à  savoir 

E2„  =  (-l)2    'E-2„+p-i     (mod=p), 
ou  p  est  un  nombre  premier,  a  aussi  lieu  pour  les  coefficients  Ca,,,  c'est-à-dire  que 

p-i 

Cín  =  (— 1)    ^    •Can+p-.i, 

C*,,  et  C2„+p_i  étant  les  coefficients  du  développement  de  (cos a;)~ '''+". 

De  la  formule  (õ)  et  de  la  formule  (11)  de  la  mémoire  de  M.  Ely  on  tire  la  congruence: 

<   ,    [S(  Ejn  +  S(_i  Eânf  2  +.  ■  .  +  S|  E2„_j.p_3  +  E2„_i_p_)J  =  Esn, 

OU  8(  represente  la  somme  des  combinaisons  des  nombres  1-,  3-,  .  .    ,  {pi  —  2)-,  pris  n  à  n, 

et   OÍl    í  =  ^—p: — . 


Á 


VIII 


LA  Sít  fl[  mmi  [í  SIS  APPLOíiS 


CMémoires  de  TAcadómie  Royale  de  Belgique.  Classe  des  Sciences.  Bruxelles,  1904) 


I 


SDR  LA  SÉRIE  DE  LAGRÂNGE  ET  SES  APPLICATIONS. 

1.     Soient  données]les  équations 

«=/(y), 

?/  =  <  +  a;  'f  1  (y)  +  x-  ot  (y)  + . . .  +  o^'  tp;  [y). 

La  fonction  íí,  qu'elles  définissent,  peut  être  développée  en  série  dont  les  termes  sont  dea 
fonctions  entières,  déterminóes,  do  x,  au  moyen  de  la  formule  de  Lagrange,  quand  sont  sa- 
tisfaites  quelques  conditions  bien  connues;  et  de  ce  développement  on  peut  déduire  un  autre, 
ordonnó  suivant  les  puissancea  entières  et  positives  de  a?,  que  nous  avons  indique  dans  deux 
travaux  publiés  dans  le  Journal  de  Mathématiques  purés  et  appliquées  (3.®  série,  t.  VU,  et 
4.*  série,  t.  v)  ('). 

Les  formules  dont  on  vient  de  faire  mention  sont  applicables  au  développement  des  fon- 
ctions algébriques,  comme  Ta  fait  voir  M.  David  dans  un  mémoire  important,  publió  dans  le 
Journal  de  VEcole  polytechnique  de  Paris- (cahier  LVII,  1887),  oíi  il  a  fait  voir  quelles  don- 
nent  le  développement  de  la  fonction  f{y)  de  la  racine  y  de  Téquation  algébrique  F(a;,  !/)  =  0, 
que  prend  la  valeur  yi,  quand  x  =  xi,  en  série  convergente  dans  le  voisinage  de  xi,  quand 
sont  satisfaites  quelques  conditions  qu'il  determina.  Mais  M.  David  n'y  a  pas  considere  que 
le  cas  ou  i/i  est  une  racine  simple  de  l'óquation  F(xi,y)  =  0;  et  les  conditions  qu'il  a  trouvé 
sont,  en  general,  d'une  application  difficile,  et  il  faut,  dans  la  plupart  des  cas,  les  remplacer 
par  autres,  moins  générales,  mais  plus  simples. 


(')  Voir:  Obras  tohre  Mathemattca,  t  i,  p.  221  e  229. 
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Cest  cette  question  du  développement  des  fonctions  algébriques  que  nous  allons  considé- 
rer  dans  la  preinière  partie  de  ce  travail.  Nous  y  considérons  iion  seulement  le  cas,  étudié 
par  M.  David,  oíi  ?/i  est  une  racine  simple  de  F(£ci,^)  =  0,  mnis  encore  quelques  autres 
dans  lesquels  yy  est  une  racine  mitUiple  de  cette  équation,  et  nous  y  cherchons  des  conditions 
pour  la  convergence  des  séries  considérées,  qui,  n'étant  pas  nécessairement  les  plus  générales 
et  ne  donnant  pas  la  plus  grande  aire  ou  cette  convergence  ait  lieu,  soient  de  facile  appli- 
cation. 

La  question  qu'on  vient  d'indiquer  est  celle  que  nous  avons  principaleraent  en  vue  dans 
ce  travail.  Mais  nous  profitons  de  cette  occasion  pour  donnei',  dans  la  deuxième  partie,  quel- 
ques développements  particuliers,  qui  résultent  des  formules  précéderament  rapportées,  et, 
dans  la  troisième  partie,  quelques  repi'ésentations  des  coefficients  de  ces  formules-ci. 


ii  ..u./ 


á 


I. 


íSiir»  l'application  cio  la  formulo  do  Laftr-aiige 
aix    développouient    cies    fonctioiís    alsóbrlq.iies. 


2.     Soient  /(z),  '-pi  (z),  '^2  (z),  .  . . ,  »;,  (z)  des  fonctions  holomorphes  dans  une  aire  A,  limi- 
tée  par  un  contour  K,  et  soit  t  Taífixe  d'un  point  de  son  intérieur. 

En  appliquant  la  série  de  Lagrange  à  la  fonction  u,  dófinie  par  les  équations 

(1)  w=/(z),     z  =  í-fxF(z), 
oíi 

(2)  F  (z)  =  -^i(z)  +  x  cp.  (2)  +  «2  .^3  (z)+...  +  a/'-'  '^,  (z), 

on  trouve  premièrement 


OU 


_    1       /^a;-"+'[F(z)]"'4V(g)[l_a;F(.)] 


et,  en  ayant  égard  à  rincgalité 

ou  M  et  M(  reprósentent  respectivement  les  plus  grandes  valeurs  que  prennent 

I  xF(z) 


z  —  t 


z  —  t 


|l-xF'(z)I, 
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quand  z  décrit  le  contour  K,  et  a  la  longueur  de  ce  contour,  on  trouve  ensuite  le  dévelop- 
pernent 


(3)  /(«)=/(0+^-T 


£»"■     <-7«-<  I /' (n  [F  (0]"  ! 


— I  « 


!  •  f/<"- 


quand  M<  1,  et,  par  conséquent,  quand  on  a  pour  tout  point  z  de  K, 


(4) 


a;tpi(z)  +  a;'tpí(2)+.  . . 


z  —  t 


<1. 


Le  développement  qu'on  vient  d'écrire  est  unijormement  convergent  dans  une  aire  B  oíi 
soient  représentées  !es  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  cette  condition.  En  effet,  en  représentant 
par  P  et  Q  les  plus  grandes  valeurs  que  prennent  M  et  Mi  dans  Faire  B,  ou  a  Tinégalité 

'      ''  ^  2t.  'n~— P  ' 
dont  le  second  membre  est  indépendant  de  x  et  tend  vers  zero,  pour  m  =  oo. 

3.  Les  termes  de  la  série  (3)  sont  des  fonctions  entières  de  x,  et  i!  resulte  d'un  théo- 
rème  bien  connu  qu'on  doit  à  Weierstrass  (*),  qu'on  en  peut  tirer  une  autre  ordonnée  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  x,  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  représen- 
tées par  les  points  de  Faire  d'un  cercle  qu'ait  le  centre  dans  1'origine  des  coordonnées  et  qui 
ne  coupe  pas  le  contour  de  Faire  B. 

On  trouve  de  cette  manière,  comme  nous  Favons  déjà  fait  voir  dans  une  note  publiée 
dans  le  Journal  ãe  Mathématiques  purés  et  appliquêes  (4.°  série,  t.  v,  p.  67)  {^),  le  dévelop- 
pement_suivant : 

^5^  f(z)-m+  S  a,«S'  ^  '^'''  i/(0[?.(<)f['P^ffl]^---[f^(0]M 

W  / (-J -/ W ^ „Í,  a!p!...X!  •  dí»-"í  ' 

ou  la  somme  S'  se  rapporte  à  toutes  les  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  Féquation 

a  +  2p  +  3Y+...  +  A;K  =  n, 
et  ou 

J  =  a  +  p  +  Y-f...  +  X. 


(•)  Monalsberichte  der  K.  Ãkademie  der  Wissenscha/len  zu  Berlin,  1880. 
p)  Ohras  sobre  Mathematica,  t.  i,  p.  232. 
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II  convient  de  remarquer  que  dana  ce  qui  precede  k  peut  être  égal  à  l'infini,  si  la  série 
qiii  alors  entre  dans  le  second  membre  de  (2)  represente  une  fonction  holomorplie  de  x  et  z 
dans  i'aire  A,  poiír  ee  qui  concerne  z,  et  dans  Taire  B,  pour  ce  qui  concerne  x. 

4.     Ceia  pose,  nous  allons  étudier  Ia  condition  (4). 

Supposons  que  le  contour  de  Taire  A  soit  une  circonférence  de  rayon  égal  à  R  ayant  son 
centre  dans  le  point  d'afBxe  t,  et  qu"il  soit 

z  —  t—çi  (cos  6-\-isind),     x  =  r  (cos  co  -f  i  sin  ai). 


Si  à  une  valeur  particulière  donnée  à  p  correspond  une  autre,  j-j,  pour  r,  teile  que  Tiné- 
galité  (4)  soit  satisfaite  par  toutes  les  valeurs  de  6  et  lo,  comprises  entre  O  et  2~,  et  par 
celles  de  r  inférieures  à  ri,  la  formule  (5)  est  applicable  à  toutes  les  valeurs  de  x  représentées 
par  les  points  de  laire  du  cerele  de  rayon  égal  à  ri,  ayant  le  centre  dans  Torigine  des  coor- 
données. 

Pour  obtenir  le  plus  grand  cerele  qui  satisfait  à  ces  conditions,  il  faut  chercher  d'abord 
la  plus  grande  valeur  que  prend  le  premier  membre  de  Tinégalité  (4),  quand  6  varie  depuis 
O  jusqu'à  2-,  et  la  valeur  correspondante  de  z,  que  nous  représenterons  par  z\  laquelle  dé- 
pend  de  r,  o)  et  p;  il  faut  chercher  ensuite  la  plus  petite  valeur,  r',  que  prend  la  fonction  r, 
définie  par  Téquation 


X'.fi(z')  +  x^'fi{z')+. . . 


=  1. 


quand  oi  varie  depuis  O  jusqu'íi  2x;  et  il  faut  chercher  enfin  la  plus  grande  valeur,  r,,  que 
prend  r'  quand  o  varie  depuis  O  jusqu'à  R.  Alors  yj  est  le  rayon  du  cerele  demande. 

On  voit  par  ce  qui  precede  que  ia  déteruiination  de  v;  au  moyen  de  (4)  n'est  pas,  en  ge- 
neral, facile,  à  cause  de  la  complesité  des  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  quatre 
variables  qui  y  entrent.  On  peut  mêrae  trouver  dans  la  résolution  de  ee  problème  des  difficul- 
tés  insurmontables,  et  il  faut  alors  se  contenter  de  la  connaissance  d'un  cerele  de  convergence, 
pour  la  série  (5),  de  rayon  plus  petit  que  ce  nombre-là,  ce  qui  est  d'ail]eurs  suffisant  en  beau- 
coup  de  questions;  et,  pour  le  déterminer,  on  peut  employer  Tinégalité 


(6) 


z—t 


+  r^ 


^{z) 


+...<1, 


qui  resulte  de  (4)  et  de  la  suivante: 


X  (pi  (z)  +  x*  tp9  (z)  +. . . 


z  —  t 


< 

»'-?i  (z)      1 

x^  cps  (z) 

z  —  t 

z-t     \ 

+• 
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L'inégalité  (6)  est  bien  plus  simple  que  (4),  parce  qu'elle  ne  contient  pas  w;  mais  elle 
est  encore,  en  general,  difficile  d'appliquer,  et  il  faut  donc  la  remplacer,  en  beaucoup  de 
cas,  par  quelque  autre  plus  simple.  Nous  donnerons  bientôt,  pour  le  cas  des  fonctions  algé- 
briques,  qui  sont  celles  dont  le  développement  nous  avons  ici  principalement  en  vue,  une 
condition,  qui  resulte  de  la  precedente  et  qui  est  facile  d'appliquer. 

5.     Dans  le  cas  important  oíi  les  équations  (1)  se  réduisent  aux  suivantes: 

u  =f(z),     z=t-\-xo^(z)-}-  X-  ©2  (z), 

les  conditions  (4)  et  (6)  mènent  au  même  résultat. 

En  efFet,  alors  ia  condition  (4)  se  réduit  à  la  suivante: 


X(fi(z)  +  x'^'fi(z) 


z  —  t 


<1. 


Mais,  en  posant 


z  —  t 

'■?2  (z) 


=  pi  (cos  a  -{-  i  sin  a), 
=  [j-2  (cos  h-{-i  sin  èj, 


z  —  t 

x  =  r  (cos  (O  +  í  sin  «>), 


on  trouve 


X  'f  1  (z)  +  x^  -^-2  (z) 


z  —  t 


=  r  ^/pj  -|-  p2  )-^  -|-  2  r  p,  p2  cos  (a  —  b  —  w). 


Donc  la  plus  grande  valeur  que  prend  le  premier  membre  de  cette  identité,  pour  chaque 
valeur  de  z,  correspond  à  to  =  6  —  a,  et  est,  par  conséquent,  égale  à 


ou 


7- (pi  4- par), 


'"■?2(2)  j_^l  r'^'^i{z)  !. 


z  —  t 


z  —  t 


et  en  resulte  que  la  plus  grande  valeur  qu'il  prend,  quand  z  décrit  le  contour  de  A,  est  égale 
à  la  plus  grande  valeur  que  alors  prend  cette  dernière  expression. 

On  voit  donc  que,  dans  le  cas  particulier  que  nous  venons  de  considérer,  on  peut  employer 
la  condition  (6)  pour  déterminer  la  valeur  de  r,. 


À 
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6.     Nous  allons  maintenant  appliquer  la  doctrine  antérieure  aux  fonctions  algébriqués. 
Soit  y  une  fonction  algébrique  de  x  déíiiiie  par  réquation 

(7)  fiix,y)  =  0, 

et  (a?i,  yi)  iin  système  de  valeurs  qui  lui  satisfasse;  et  supposons  quon  veuille  développer  la 
branche  y  de  cette  fonction  qui  prend  la  valeur  yi,  quand  on  donne  à  x  la  valeur  a^i,  ou  fiy), 
en  série  convergente  dans  un  certain  cercie  ayant  le  centre  dans  le  point  d'affixe  X{.  Suppo- 
sons encore,  premièrement,  que  yi  soit  une  racine  simple  de  Téquation  fi  (xi,  y)  =  0. 

Cela  pose,  si  Ton  remplace  dans  Téquatiou  (7)  x  par  x  —  X{  et  y  par  y — t/j,  on  la  réduit 
à  la  forme 

- =  0, 

oíi,  par  hypothèse,  A,  est  different  de  zero;  ou 

.y  =  X '^1  (^)  +  03^ 'fj  (y)  +  a;* 'f 3  Í2^)  + . . . , 
oii 

A<"  +  Al'>2,  +  AJV  +  --- 


'■?.(y)  = 


A,   -l-As  3/  +  A3  2/'-f...' 

Ar  +  Ar'y+A;\y'^... 
'^'^y>      A,  +A,  2/  +  A.  f  +  ..:- 


L'équation  qu'on  vient  d'obtenir  a  la  forme  considérée  dans  le  n."  2,  et  on  peut,  par  con- 
séquent,  développer  y  ou  fiy)  au  moyen  de  la  série  de  Lagrange,  ou  au  moyen  de  la  for- 
mule (õ),  si  Ton  veut  trouver  un  dóveloppement  ordonné  suivant  les  puissances  de  x. 

Pour  ótudier  la  convergence  de  la  SBrie  qui  alors  resulte  de  (5),  remarquons  que  Tinéga- 
lité  (6)  donne  dans  ce  cas 


[r(Ar  +  A'."y  +  ..-)i  . 
I    y(A.  +  A,y  +  ...)    !  ;^ 

et  que  cette  inégalité  est  satisfaite  quand 


r'(A^'>  +  Ai»>y+...)| 
y(A,  +  Asy  +  ...)    I 


+  ...<!, 


ri  |A^"|  +  |Ai;'||y|+...  +  r[|Ai"[  +  [A{^||y|  +  ... ]+...<    ^, 
lyM|-A,|-|A.||-yHA,|.|.yP-..4  < '' 
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et 


A.|>|A,|l2/|  +  |A3||2^P  +  . 


Si  Ton  determine  deux  nombres  ;•,  et  p  teis  que  ces  deux  inégalités  soient  satisfaites 
lorsque  r=r^  et  |3/|  =  p,  les  mêmes  inégalités  sont  satisfaites  quand  r<i\,  et  les  formules 
(3)  et  (5)  sont  vaiables  pour  toutes  les  valeurs  de  x  reprósentées  par  les  points  de  Taire  du 
cercle  de  rayon  égal  à  r,,  ayant  le  centre  dans  Torigine  des  coordonnées. 

Pour  trouver  le  cercle  plus  grand  que  ces  incgalit48  peuvent  donner,  il  faut  cliercher  la 
valeur  de  p  qui  rend  raaximum  la  valeur  de  /•  donnée  par  Téquation 


rl|A^'>|  +  |Ai"|p+...+r[|Af|  +  |Af|p  +  ... ]+■■•!_. 
p{|A,|-|A,|p-...i 


et  satisfait  à  la  condition 


|A,  |>|A,|p  +  |  A3lp'  +  . .. 


La  valeur  de  r  correspondante  est  le  rayon  du  cercle  demande. 

L'inégalité  qui  precede  ne  donne  pas,  en  general,  le  plus  grand  cercle  dans  le  quel  la 
série  (5)  est  convergente,  mais  elle  est  de  facile  application  et  peut  donc  être  utile  en  beau- 
coup  d'occasions. 

7.  Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  precede  que  A'^  est  diíférent  de  zero.  Supposons 
maintenant  qu'on  a 


A,  =  0,     Ao  =  0, 


A„ 


^0, 


et  que  A„  est  différent  de  zero. 
II  vient  dans  ce  cas 


^  =  a;  ■»[!}»,(!/)  + X  c}i,  (?/)  + a:»  t})3  (3^) +  ...]" , 


ou 


^^(!/)- 


Ai,"  +  Ai"    7j  +  Ar  f  + 


í'.(^)  = 


A„  +A„^,jr  +  A„+5y  + 

AS'>  +  Af'   2/  +  Af   f  + 


K+K^iy  +  K^^f  + 


ã 
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1 
ou,  en  posant  x'"  =  Uc„, 

2/ = '».  ^  ['>.  (^)  + 1'"" ']-.  (3/)  +  ^■"" '>3  (3/)  +  • .  •  ] " » 

ou  Ton  represente  par  s,„  une  quelconque  des  raeines  de  l'équation  í^""  =  1. 
On  peut  appliquer  à  cette  équation  la  formule  (3),  en  y  posant 

<  =  O,      F  Cy,  i;)  =  z.„  [-{,,  (y)  +  V  •>,  (?/)  +  v'- '};.  (^z)  +  •  •  ■  ]^, 

et  Ton  obtient  un  développement  convergent  applicable  à  toutes  les  valeurs  de  v  représentées 
par  les  points  d'une  aire  B,  quand  on  a,  pour  toutes  oes  valeurs  de  v  et  pour  toutes  les  va- 
leurs de  y  représentées  par  les  points  d'une  aire  A, 

j  |A„  +  A„,+,y  +  A.,,y^  +  ...i>0 

et,  pour  toutes  les  valeurs  de  i/  représentées  par  les  points  du  contour  de  A, 


\y\ 


t 
<l. 


Dans  ce  cas  F  (y,  v)  est,  en  efFet,  une  fonction  holomorphe  de  y  dans  Taire  A,  x  étant 
Taffixe  d'un  point  quelconque  de  Taire  B,  et  Tinégalité  (4)  est  satisfaite. 

La  détermination  d'une  aire  ou  soient  représentées  toutes  les  valeurs  de  v  qui  satisfont 
aux  conditions  precedentes  n'est  pas,  en  general,  facile;  mais  de  ces  inégalités,  on  peut  en 
déduire  de  plus  simples,  qui  déterminent  \iue  partie  de  cette  aire. 

En  effet,  la  dernicre  inégalitó  peut  être  remplacée  par  la  suivante: 

\v'r\'hCy)+v"'^.(?/)+---\  ^, 


qui  est  satisfaite  par  les  valeurs  de  _y  et  v,  qui  satisfont  à  la  suivante: 


[i;|"i|AyM  +  |A'."||y|+---+l^i"[fA^^'l  +  |Ar'||?/|+-.-]i       , 


Mais  on  a 


|A„.  +  A„+,y  +  ...l>!A„|-|A„,^,||yi-... 

VOL.   II  EE 


234 

Donc,  pour  que  Finégalité  considérée  ait  lieu,  il  sufSt  qu"on  ait 

<8)  !A!„i>!A„+.||^|  +  jA„+,í|yr  +  ..., 

,o^  It^r  i  I  Ay'|  + I  A',"  |lyl+---+IH"'[|Af|  +  |Ai'>||.y|  +  .  ■.]  +  .■■! 

Considérons  maintenant  les  inégalités  (7).  Pour  qu'elles  aient  lieu,  il  suffit  qu'on  ait 

(.(..  I  A!".v  + A.r>.yM--  •  ■  +  ^'"[Ar  + Ai"7/  +  .  •■]+■■  ■[    ^ 

^     ^  |Ai'>l  ^ 


!A„|>|  A,„+,  ||?/H-|  A„+2||jí 


2     I 

-r-  ■  -, 


et,  par  conséquent,   elles  sont  satisfaites  par  les  valeurs  de  y  et  v  qui  satisfont  à  cette  der- 
nière  inégalité  et  à  la  suivante: 

.11^       I Ai'>  11^1+ iAi"iiyr+---+ivr[iAri+iAr->ii7/i+.. •]+.■•!  ^. 

^     ^  |Ai"|  ^'- 

Si  Ton  determine  donc  deux  nombres  r^  et  p  tela  que  les  inégalités  (8),  (9),  (11)  soint  sa- 
tisfaites quand  1 1;  |  =  ■/;  et  |  ?/  j  =  p,  les  inégalités  (8)  et  (1 1)  sont  aussi  satisfaites  quand  \v\<■r^ 
et  |?/|<p,  et  linégalité  (9)  quand  |ii|<7j. 

On  peut  donc  développer  f{i/)  au  moyen  de  la  formule 

quand  v  est  Taffixe  d'un  point  quelconque  de  Taire  du  cercle  de  rayon  égal  à  r;,  ayant  le 
centre  dans  Torigine  des  eoordonnées. 

8.  On  peut  déduire  du  développement  qu'on  vient  de  trouver  un  autre  ordonné  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  v.  En  efFet,  puisque  Tinégalité  (10)  est  satisfaite,  la 
fonction  F(t/,v)  peut  être  développée  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de 

Ai".y  +  Ay>y  +  .  .  .-L^"  [Ai') 4- AP 2/  +  .  ■  •]+•  •  • 


Ai" 


et  cette  série  est  uniformément  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  égal  à  7],  ayant  le  centre 
dans  Torigine  des  eoordonnées,  quand  y  represente  un  point  du  cercle  de  rayon  égal  à  p, 


í,ií.-.:.  4 


Oí» 


5 


ayant  le  centre  dans  le  même  point.  On  en  conclut,  au  moyen  d'un  théorème  de  Weierstrass 
précódemment  rapporté,  que  F  (y,  v)  peut  être  développée  en  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances  entières  et  positives  de  u,  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  r,  considere.  On  trouve 
ainsi  un  développement  de  la  forme  suivante 

y  =  2»  V  [?o  iy)  +  <?n.  iy)  V  +  'f  .2„  iy)  v"" +...], 

auquel  on  peut  appliquer  la  formule  (õ),  qui  donne 

ou  la  somme  —'  se  rapporté  à  toiítes  les  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  Téquation 

a  +  (ín+l)p  +  (2m-f  l)Y-r...  =  Jí, 
et  oíi 

On  peut  encore  écrire  les  formules  qu'on  vient  de  trouver  de  la  manière  suivante: 


et 


ou 


et 


F,  (í)  =  '^1  (<)  +  X  '}.  (<)  +  X2  tj,3  (<)  +  . 


A       -í.  /        n 

!"'  =r'"  (cos  — 

\        »i 


.   .     n 
a;"'  =  r"  l  cos  —  cu  + 1  sin  —  tu 
m  m 


Chacune  de  ces  formules  donne  pour  f{y)  m  valeurs  différentes,  qui  correspondent  aux 
VI  valeurs  de  í„,,  et  elles  sont  valables  pour  toutes  les  valeurs  de  x  représentées  par  les  points 
de  Taire  d'un  cercle  de  rayon  égal  à  rj'",  ayant  le  centre  dans  Torigine  des  coordoimées. 
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9.     Soient 

l/l,  Z/25  ^3,  ••  •,  ym 

les  m  valeurs  de  y  qui  correspondent  aux  m  valeurs  de  £,„, 
La  formule  (12)  donne 


/(z/l)  +/(?/-2)  +.  •  •  +f(y,n)  =  mf{0)  +  J^  ^  1^ ^^;;i:í J^, 


ou 

l^ 

F,  (/,  l>)  =  [òl  (O +«'"f2  (O +  •••]'"■ 
Mais  on  a 

£"+s;;+£:;+...+s:;,  =  o, 

quand  le  nombre  n  n'est  pas  divisible  par  m,  et 


c"  -L  e"  _L_  c"  -L  _|_  e"   ^  

t 


quand  n  =  m.i,  i  représentant  un  nombre  entier. 
Donc 


/(Z/O  +/(z/-2) + •  •  •  +/(z/.)  =  ™/(0)  +  1^  •  ^-ziiyT  •  L -^^^i Jo' 

ou,  par  conséquent, 

f{yi)  +f{y2) + •  • .  +/(z/.)  =  -/(O)  +  J^  ^^— lyr  •  [ ^^,;;7=r J„- 

Cette  formule  s'accorde  avec  une  donnée  par  M.  Rouché  dans  Timportant  mémoire  sur  Ia 
série  de  Lagrange  qu'il  a  piiblié  dans  le  Journal  de  1'EcoJe  Polytechnique  de  Paris  (cahier 
XXXIX,  p.  223). 

10.  On  peut  déduire  facilement  de  la  formule  qu'on  vient  d'obtenir  un  développement 
ordonné  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x. 

En  effet,  en  développant  la  puissance  i  du  polynôme  qui  y  entre,  on  peut  écrire  son  terme 
general  de  la  manière  suivante: 

X'       i-cZ'"'-'  ^  \  i  \f  (t)  [>^.  (t)f  [h  (t)f-  ■  ■  j+rí+.. .  n 

i{mi--i)\\ãi'»'~^'"l  a!  [5!  7!...  Uo' 


À 
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oii  Ia  somme  S  se  rapporte  à  toutes  les  soIutions  entières  et  positives  de  Téquation 


a+^  +  -í+...  =  i; 


ou 


(í-1)!    ^^--^/(OP^rOrfí^^O]^---  ^.^234-3T+...'] 
(mi  —  1) !  Ld<""~*  a !  p  !  Y  ! . . .  Jo" 


Dono  on  a  ia  formule  demandée 


f(yi)+f(m)+-+f(l/r.)  =  mfiO)-^   £    ^"-  &4ft 


J d'"'-^]f(t)[;bi(t)f\:bi(t)f...\ 

(mi— l)!La!p!-f!...'  df^'-* 


ou  la  somme  H'  se  rapporte  à  toutes  les  soiutions  entières  et  positives  de  Téquation 


a-i-2,3  +  3Y4-...  +nK  =  n, 


et  ou 


11.     L'analy3e  employée  dans  le  n."  7  n'est  pas  applicable  quand  Ai"  =  0.' Mais  on  peut 
Ia  généraliser  et  Tétendre  au  cas  ou  Téquation  proposée  a  la  forme  suivante: 


A„ y"  +  A„+,  y-+'  +  A„+, y"+* ^ . . .  +  0^  (A«    +  A"'    ?/  +  Af    ^^  +  •  •  • ) 

■+  0^+'  (Aí,'+'>  +  A<'+"  y  +  A<'+'>  /  + . . . ) 


+  • 


O, 


Ai"  étant  une  quantité  différente  de  zero 
Dans  ce  cas,  on  a 


*-  1 

y  =  a:-»  [(j)!  (3^)  +  ít -^  fy)  +  a;2  c|,3  (y)  + .  . .  ]■» , 


ou 


■h(!/)  = 


Ai"  +  A<"  y  +  AT  »* 


'1'i  (y)  = 


A,„  +  A„^.,3í  +  A„+2»r  + 

Ai*+'>  +  A','+' '  .V  +  A;*+ V  -F 
A„   +A„+,  3/  +  A.^..,  /-f- 
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1 
ou,  en  posant  a?"'  =£mV, 

y=^\  ^'  l^i  {y) + '>'"'  '^2  (z/) + •  •  •  ]"'". 

On  peut  done  appliquer  la  formule  de  Lagrange,  en  y  posant 

t  =  0,     F  (y,  v)  =  si  v'-^  ['li  (y)  +  «"'  '1-2  (3/)  +  í;^'"  4>3  (í^)  +  •  •  •  ]'" , 

quand  on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  v  représentées  par  les  points  d'une  aire  B  et  pour 
toutes  les  valeurs  de  y  représentées  par  eeux  d'une  aire  B 

I  Al"y  + Af /  +  .  .  .  +  ,;'"  [A;,"+"  +  Ai'+"  7/  +  . ..]  +  ...  i>0, 
\A,„  +  A„^,ij  +  A„+^f  +  ...\>0, 

et,  pour  toutes  les  valeurs  de  z  représentées  par  un  point  du  contour  de  B, 


\y\ 


<i. 


De  ces  inégalités,  on  peut  déduire,  comme  dans  le  cas  considere  dans  le  n."  7,  des  autres 
plus  simples,  et  du  développement  de  f{y),  que  donne  la  formule  de  Lagrange,  on  peut  dé- 
duire un  autre  ordonné  suivant  les  puissances  de  v. 


À 


II. 


Sixr  <iu.el<iiaes  d.éveloppern.ents  particullers 
qxxi  résTxltent  des  formules  (3)  et  (5). 


12.     Nous  allons   maintenant  déduire   des  formules  (3)  et  (5)  quelques  développements 
particuliers. 

Considérons  premièrement  la  fonction  u  definie  par  les  équations 

ou  I  a;  I  <  1  et  |  » (z)  |  <  1 . 

En  appliquant  la  formule  (õ),  cr  trouve 

011  ia  somme  S^'  se  rapporte  à  toutes  les  solutions  entières  et  positives  de  Téquation 

et   (lU 
tiii 


0^)  /(^)  =/(<)  +  -.  ;rT .  ^.  A» 5í« 


=1  n !  ,,Zi 


011  At,  represente  la  somme  de  toutes  les  valeurs  que  prend  rexpression 


ni 


a !  3  !  Y  ! . . .  í J 
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quand  on  remplace  a,  p,   .  .  .,  X  par  les  racines  entières,  positives  et  nulles,  des  équations 

a  +  2,3  +  3Y  +  ... +  »!>.  =  «,     a  +  p+.  ..  +  X==Ò. 

En  employant  inaintenant  Tidentité  connue,   dont  nous  donnerons  bientôt  une  démonstra- 
tration, 


ou 


on  troiive  enfin 


n\  _  n(n-~])...(n  —  b  +  1) 
b)  1.2. ..b  ' 


Nous  allons  déduire  quelques  conséquences  de  cette  formule. 
1."  Soit 

ç(.)=l,     i>(z)  =  z^—l,     /(.)  =  i-logl^. 
On  trouve  alors  le  développement 

.■  ^^^^^^^^C^VC,(b-TJT\b)        dtf^^ ' 

que,  en  employant  la  formule  de  Jacobi, 

V       ... 1_         do-iÇf^-lf-i 

'-^^■'~  (b-l)2>'-í'         ãt>'-^ 

oíi  X),_i(<)  represente  \e  polynõme  de  Legendre  du  degré  i— 1,  on  peut  réduire  à  la  forme 
suivante : 


,1=1   «    h=l   \o  / 


Dans  le  cas  particulier  ou  <  =  0,  on  a  Xo(?)=l,  Xí,_i(!:)  =  0,  quand  6  est  un  nombre 
pair,  et 

,ti  1.3.5. ..(i-2) 


x.-.W-(-i)^   ^^'^6^' 
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qnand  h  est  un  nuuibre  impair.  En  posant  alors 


o  =  2íH— 1,     — ^ —  =  íni, 


on  trouve 


li  est  facile  de  voir  que,  dans  le  cas  que  nous  cousidérons  à  présent,  on  a 

T(z)=  -r  log — - 

^  íc+l-t/(5  +  4í)a-â-2(l  +  2<)£c+l 


et,  quand  <  =  O, 


1,      oíc  — l+t/5£c*— 2a!+l 


Les  formules  qu'on  vient  de  trouver  donnent  donc  les  développements  de  ces  fonctions 
en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x. 
2."  Supposous  maintenant 

tp (z)  =  1,     '^(z)=í  —  s-,    f(z)  =  are  sen 2. 

II  vient  alors  Ia  formule 

qui,  à  cause  de  Fidentité  connue 


^-' 


donne 


#-*]-<-       -      .     .^,   ,  1.3...  26-1)    .    - 

\.    / =  (—  1)*-* sm 5 are  cos t, 


/(z)=/(0+  £  ^  í:  (-1/-i1i^^-11  ("")  sinJ are  cosi. 
Quand  í  =  O,  il  vient 
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Les  tonmiles  precedentes  donneiit  les  développeinuits  des  fonctions 


are  sin — -. 

^  X 


et 


.    ]-x  —  Vbx-  —  2x+l 

are  sin r^ 

2x 

en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x. 
3."  Soit  maintenant 

<p(2)  =  l,     <K2)  =  eS    f(z)  =  z. 
II  vient  alors,  en  appliquaiit  la  formule  (3)  à  Ia  foiíction  z  définie  par  réquation 

z  =  t-^x(e' -\-  z  —  í), 


ie  dé\-eloppemeiit  suivant 

„=i  n  !  1.  dz»-^ 

Mais  on  a 


-  =  '+^-r|_ ^^i X^; 


(e^r  +  2  -  ()•'  =  V    f  "  )  (s  -  <)"-''  e''--  =  ^    (  ?  )  (2  —  í)"^  e'"  «'' "-", 

et,  par  conséqiient,  en  développant  le  second  niembre  de  cette  identitú  suivant  les  puissances 
de  2  —  í. 


/^"~Vf+_^-^'^  =  V  (\^](^]-])\i,-,^,, 


/  d!"-' 

á^«      /,~í,ri  Vi-/  (6-1)! 

et,  par  eonséquent, 

Mais,  d'iin  autre  côté,  la  formule  (14)  doune 


.t-{-   :::  ~  ^  Ai,e'-ie''. 
«=1  "  '  (,=1 
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En  comparant  ces  deiix  resultais,  on   trouve  la  rélation  que  noue  avons  employée  pré- 
cédemment 


(è-lj!  \b 
4."  Soit  enfin 

'f(z)^z,     ^iz)  =  í,    f{z)  =  z. 
II  vient  alors 


'='+.r.v.È,(.:J(:)'-- 


Cette  formule  doiine  le  développement  de  la  racine  de  réquation  du  deuxième  degré 

xz--{-{x  —  tx—\)z-\-t  =  0 
qui  se  réduit  à  t  quand  a;  =  0. 

13.     Considérons  maintenant  la  foiíctloii  u  définie  par  les  équations 

z  =  í  +  I  X  <p  (z)  +  ij  a;2  [<p  (z)P  +  ^  a;3  [cp  (2)]3  + . . .  j  <];  (2)  =  í  +  (e^<?  W  - 1)  4,  (z). 
La  formule  (õ)  donne  alors 

t(^z)-fit)+^^x  ^   aipi. .A!(2!)P(3!)^. .(«!)>>  dt»-^ 

ou  S'  se  rapporte  aux  solutions  entières  et  positives  de  Téquation 

et  oíi 

ò  =  a4-i3-t-...  +  X; 

ou,  par  conséquent, 


244 


oii  Si,  represente  la  somme  des  valeurs  que  prend  rexpression 


a !  p  !  . .  .  X  !  (2  !)í^  (3  !)■' .  .  .  (n  1)'^ 
quand  a,  p,  .  . .,  Ã.  sont  remplacées  par  les  raeines  entières,  positives  et  nulles,  des  équations 

Mais,  en  appliquant  à  !a  fonctioii  (e*^ —  1)''  une  formule  connue  qui  donne  les  dérivées  des 
fonctions  de  fonctioii,  on  trouve 

1    rd"(e^—lf 


'^^[ 


dx» 


et,  par  conséquent, 

ou,  en  employant  la  notation  des  différences  ílnies, 


S,  =  ^A"0". 


On  a  donc 


(IG)  fiz)=fii)+^2~-2 


x^   «    A'' O"    (V'^-i  \  f  (f)  [cp  (t)]"  [^  (t)]" 
„=i  n  !  iZi    b  ! 


c/í"-* 


Nous  allons  consid6rer  quelques  conséqutnc  es  de  cetfe  formule. 
1."  Soit 


II  vient  alors 


f(z)  =  z,     <f{z)  =  z,     ^  {£)=!. 


2==i!+  S  — ■  S  —. —  (  ,       .1  «"-Hl. 


,,=1  «  !  6=1      b       \b—í 


Cette  formule  donne  le  développement  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  de 
la  fonction  s,  délinie  par  réquation 


z  =  t-\-(e''—l), 


qui  prend  Ia  valtur  /  qunnd  x  =  0. 


À 
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2."  Soit  maintenant 


On  trouve  alors 


/(^)  =  -2-'°gT^^^    '^^''^  =  ^^    'M^)  =  ^— 1. 


/(«)  -/(O + ^^^,  ^  ^-^  -^, -^^^31 , 


ou,  en  employaiit  une  formule  de  Jacobi  antérieurement  écrite, 


n-\-\ 
Quaiid  i  =  0,  fette  formule  donne,  en  posant  h  =  2vi — 1,     — ^ — ^='"1, 


,1=1  n  \  L        ,11=2  \£m  —  w 


3...C2m  — 3)    á''0" 


Comme  les  équatious 

/(2)  =  -Ílog-[^',     ^=í  +  (e'^-l)(s2-l) 


donnent 


/(2)  =  -l-logÍ-|4(€--l)-2?  +  2v/4(e'-lf-4,c--])+l  j, 

et,  quand  í  =  0, 

/(2)  =  Y  log  y }  4  (e- - 1)  +  2  i/TF^rT7"-M  j, 

les  formules  antérieures  donnent  les  développements  de  ces  fonctions  en  série  ordonnée  sui- 
vant  les  puissances  de  x. 
3."  Soit  eucore 

/(z)  =  arc  sinz,     t?(z)=l,     H^  {£)  =  \  —  z'- . 
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! 


On  troiive  alors 


t-i 


f(z)  =  fif).\- 1  --  í:  AAL  íí LLiii 


et,  par  conséquent,  en  employant  une  formule  cantérieurement  écrite, 


Quand  t  =  0,  on  a 


/(^)  =  -^ 


«"  ^»    1.3...(26  — 1)    A''0" 


„=,  ?í !  i,=i  b  ■    6  !    ■ 

Ces  séries  donnent  les  développements  en  série  ordonnée  suivant  les  piiissances  de  a;  des 
fonetions 

.     1  — v/4{e^  — 1)2  — 4(e^  — ])í+l 
are  sm ^^^,-j^^ , 

l-/4(e^— 1)'^+"T 


are  sin 


14.  On  peut  supposer  que  dans  les  formules  (3)  et  (5)  t  est  une  quantité  variable,  et 
elles  donnent  alors  des  développements  en  série  d'ane  fonction  déterminée  de  t.  On  a  déjà 
trouvé  quelques  développements  à  double  entrée  oíi  entrent  les  polynômes  de  Legendre  et  les 
polynômes  sino  (are  cosi);  et  nous  allons  maintenant  considérer  encore  deux  autres,  à  simple 
entrée,  oii  figurent  les  mêmes  polynômes. 

Appliquons,  pour  cela,  la  formule  de  Lagrange  aux  équations 

1  1  2 


II  vient 


et,  par  conséquent, 


=°    ~.n     Jn— l('í2_  ly-i 


/W-/W+  S  ^2-'X._,(l). 

«=1    " 
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Mais,  d'iin  autre  côté,  les  équations  considérées  doniient 

,       l—z       ,       l—f.       ,      x  —  t  +  \/4x-  —  4xf.+  l 

Donc 

^-hY4^-5T£t^  :,  ^2"-'x„_.(o. 

l—t  „=i  n 

En  appliquant  Ia  formule  de  Lagrange  aux  équations 

M  =  arcsinz,     z  =  f-}-x']t{z),     '^{z)  =  l — s-, 

on  trouve  de  la  mêiiie  manicre 

.    2x-l-\/4x'-4xt+\  •    ,,    V,     1^„    ,  a"'  1.3...(2«-1)   . 

are  sm t^ =  arcsin<+  1   (— 1)"-' — r sin  ?i  are  cosi. 

2  X  „=i '       ^        n !  71 


III. 

Sur"  lo  ealciil  cies  coefíicioiits  des  for^mules  (3)  et  (5). 

lõ.     Nous  alloiis  maintenant  indiquei-  quelques  formules  qui  se  rapportent  au  ealcul  des 
coefficients  des  séries  (3)  et  (5). 
Soit 

«=/('^),     s  =  ?  +  a;(p(2;). 
<Jn  trouve,  au  moyen  d'une  foi-mule  coniiiie, 

d"  u      ^,      n  !/(")  (z)  (2'i«  (z")P .  . .  (3"")^ 


dx"  c(!p!...X!(y!)f(3!/..  .(?i!)'^' 

ou  la  somme  S  se  rapporte  à  toutes  les  solutions  entières,  positives  et  nulles,  de  Téquation 

«  +  2f:l  +  o-í+...  +  «)i  =  «, 
et  oíi 

í.  =  «  +  p  +  Y+...  +  X. 

Mais  Ia  formule  de  Lagraiige  donne,  étant  appliquée  directement  à  la  fonction  z,  définie 
par  la  deuxième  des  équations  antérieures, 

íd^z\         cZ''-í[tp()í)]» 
Donc  on  a 

1-  (^\    =  V       /'"  (^)   _  r„ ,  ,,,y.  r  1    d[o{t)Y\  P         rj_   d^'-'  [y  (t)\'TK 
n\\d.v"/o     "a!B!...X!  LT^i^^^J    L2!        dt      J   "  '  "  Ln !         t^í"-*      J' 
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Cette  formule  donne  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement  de  f{z).  En  la  comparant 
à  Texpression  du  même  coefficient,  donnée  par  la  formule  de  Lagrange,  on  trouve  la  formule 

dí"-*  ~a!?!...X!  '■'^*"'-'    L2!        dt      J    ' '  "  Ln !        d<«-'      J' 

qui  peirt  être  employée  dans  le  calcul  des  coefficients  de  celle-là. 

IO.     Le  résultat  qu'on  vient  d'obtenir  peut  être  encore  généralisé,  comme  on  va  voir. 
Soient 

li=/(Z|,  Z2,  Z3,  ..  •). 
zi  =  <i -!-a"fi  (zi\     Z2  =  /í +  íC'-?i  (z2),     Z3  =  f3  —  a;'^3  (z3),      ... 

des  équations  données,  dont  la  première  determine  u  et  les  autres  z\,  zi,  Z3,  ... 

On  trouve,  en  employant  une  formule  que  nous  avons  publiée  dans  le  Giomale  di  Maie- 
matlche  de  Battaglini  (t.  xviii), 


1     d"  "  _  V  A        '^'"f 


n  !    dx"  dzT,  dei 

A  = 


^'•'•m-m^-^^-^-iíy-m' 


çí !  ,3  !  .  . .  \  !  a' !  ;í'  !  . . .  "//  !  a"  !  ,3"  !  .  .  .  "/."  !  .  . .  ' 

ou  la  somme  I!  se  rapporte  à  toutes  les  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  Téquation 

a  +  2  ,3  4-  3  Y  +  .  • .  -r  « ■/.  +  a'  +  2  .3'  4-  3  y'  +  .  -  ■  -  » ■/-■  -r  .  ■  •  =  n, 
el  oíi 

«  =  a-.3-...^X,      &  =  «'  +  ?'+. ..  +  >:,      ..., 

í)i  =  íí-fò-f  c-J-  .  .  . 

Mais,  en  comparant  les  développements  de  zj,  zj,  23,  ...  donnés  par  la  formule  de  La- 
grange, quand  on  Tapplique  aux  équations  precedentes,  avec  ceux  que  donne  celle  de  Ma- 
cia urin,  on  trouve 

iZiip— y-jI.íí;.  ;<-3)o—       ^^^       .  ...,  (Zj  ;„ ^^-^ , 
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Donc 


n!  \dx\'o      ~ 


dt\  df\  df^ 


X  [<?2  {h)Y 


2 !         díi 

1   á[?í(Mr 


1      c?"-'  >|  (í|  l]" 


2 !         í/í-. 


n !  c/í;-' 


1      rf"~'  ['-?3(<-2l]" 


Nous  avons  ainsi  une  formule  qui  donne  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement  de  la 
fonction  u,  définie  par  les  équations  antérieurement  écrites,  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  cette  variable. 

On  peut  aussi  calculer,  au  moyen  de  cette  formule,  le  coefficient  de  x"  dans  le  développe- 
ment de  la  fonction /(si,  2-2,  Z3,   .  .  .)  des  racines  de  Téquation 

{2  —  íi)  (z  —  fi)...  [z  — 1„)  =  X  a  (z), 

qui  se  réduisent  à  ti,  f-2,  tz,  .  .  .,  qnand  £c  =  0.  II  suffit  qu'on  Tapplique  aux  équations 


s  —  1i  =  X- 


?(g) 


Z  —  Í-2  =  X 


(Z-ti){Z  —  f2).  .   . 
(3-(í,)(z-Í3)... 


-XfliZ), 
■X^Síiz), 


17.  Dans  un  intéressant  article  publié  dans  les  Notivelles  Annales  des  Mathématiqiies 
(3."=  série,  t.  Ili,  1885),  M.  Cesàro  a  represente  les  coefficients  de  la  série  (5)  au  moyen  d'un 
algoritlime  qu'il  a  étudié  dans  divers  travaux  et  auquel  il  a  donnó  le  nom  de  alijorithme  iso- 
barique.  Nous  allons  oLtenir  le  résultat  auquel  il  est  arrivé  au  moyen  d'une  analyse  dififérente 
de  celle  qui  a  été  employée  par  cet  illustre  géomètre. 

Remarquons  d'abord  que  M.  Cesàro  a  donné  le  nom  de  algoritlime  isobarique  de  la  fon- 
ction /(s)  à  la  somme  des  produits  qui  résultent  de 

f  Vi)  f(r,)f  0-3)... /{>■,) 


en  y  donnant  à  ri,  r-2,  rz, 
Téquation 


, ,  rj   toutes  les   valeurs  entières  et  positives  qui  satisfont  à 


'■i  +  '■■!  H-  rz 


-rn  =  "/i, 


À 
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r^  étant  un  nombrc  entier  doiiné,  et  qu'il  represente  cette  somme  par  la  notation 

kf(r)]- 
Cela  pose,  considérons  Ia  série  (3): 

r,,    .,,.  ,  V    1   ''''-' !  f  (* '  [^ ? '  i'^ + '^ --P-^  (^)  ^ ^'  ? 3  (n + ■  ■ . ]M 

/  (2)  =/  (O  +  -^  JT  ■  díí^i 

et  développons  la  puissance  du  degré  h  dii  polynOme  qui  y  entre  de  la  manière  suivante. 
Multiplions  i'un  par  Fautre  deux  facteurs  égaux  à 

(A)  a-  ç>  1  ( O  -L  x"-  -f 3  (í)  +  «3  ?3  (')+•••» 

le  résultat  par  un  troisième,  etc,  sans  faire  la  réduetion  des  termes  semblables.  On  voit 
ainsi,  par  induction,  que  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement  de  la  puissance  du  degré 
h  de  ce  polynôme  est  égal  à  la  somme  des  produits  qui  résultent  de 

en  y  donnant  aus  quantités  /;,,  /;.,,  ...,  h^  les  valeurs  entières  et  positives  qui  satisfont  à 
Téquation 

li,-\-h,  +  ...  +  l,,  =  n. 

On  peut  donc  écrire 

[x  9,  (O  +  x2  O.  (O  +  a.-3  'í:,  (/)  +  ...]'  =  S  S  ['í,.  (/)J  x\ 

n 

Pour  démontrer  cette  formule.  qu'()n  vient  d'obtenir  par  induction,  noiís  la  suppnserons 
viaie   pour   la   valeur   J,    et   noiís   allons   démontrer   qu'aIors   elle    subsiste    pour    la    valeur 

Multiplions,  pour  cela,  ses  deux  niembres  par  le  facteur  (A).  On  trouve 

h  b 

'j''i,  (0-f-a;*c?2(0  +  a''''f:t(0-...y'=:^.x-"!?i(0    ^  !>,.  ( ^1  + 5-2  (O   S  ['f,(OH---l- 

M-l  11-2 

^lais  de  la  définition  de  Talgoritlime  isobarique  il  resulte  Tidentité 
CP,  (<)   S  lV(')]+'-?2(0   S  [?,(<!]  +  ...=  S  rcp,.(0]. 

n— 1  11—2  II 


Donc  011  a 
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i+l 
[X  çi  (O  +  X'-  Y2  (')  +  •••  ]'+'  =  -    S    [?,■  (0]  a^"- 


Au  moyen  de  Tidentité  qu'on  vient  de  démontrer,  on  peut  réduire  la  série  considérée  à 
la  forme: 


C"est  le  résultat  qu'on  voulait  obtenir. 


IX 


(AnnaU  di  Matemática,  série  3.',  tomo  XI.  Milano,  1904) 


fi 


INTPiODUCTIOX. 


On  sait  que  les  cubiques  circulaires  et  les  quartiques  bicircnlaires  sont  auallagmatiques,  en 
général,  par  r;ip|)ort  à  quatre  centres  d'inyersion  et  on  sait  déterminer  ces  points  en  les  con- 
sidérant  comine  les  centres  des  quatre  cercles  qui  sont  coupés  orthogonalement  par  les  cercles 
bitangents  dont  la  cubique  ou  la  quartique  considérée  est  Tenveloppe.  Or,  dans  la  première 
partie  de  ce  travail,  nous  allons  les  chercher  par  une  autre  méthode,  en  les  déterminant  au 
moyen  d'une  liyperbole  êquilatère,  dont  une  asymptote  coincide  avec  rasymptote  réelle  de 
la  courbe,  dans  le  cas  des  cubiques  circulaires,  et  au  moyen  de  deux  hyperboles  équilatères, 
dans  le  cas  des  quartiques  bicirculaires. 

Une  autre  question,  dont  nous  allons  nous  oceuper,  est  celle  de  la  construction  des  quar- 
tiques bicirculaires  unicursales.  Rappelons  d'abord  que,  si  par  un  point  O,  placé  sur  le  plan 
de  deux  courbes  donnces,  on  mène  des  droites  qui  coupent  ces  courbes,  et  si  sur  chaqu'une 
on  prend  un  segment,  égal  à  la  différence  des  segments  de  la  même  droite  compris  entre  le 
point  donné  et  les  deux  courbes,  le  lieu  des  points  qu'on  obtient  de  cette  manière  est  ume 
courbe  appelce  cissoidale  des  courbes  données  par  rapport  au  point  O.  Or,  nous  démontrons, 
dans  la  deuxième  partie  de  ce  travail,  que  les  quartiques  bicirculaires  unicursales  sont  les 
cissoiílales  de  deus  circonférences,  réelles  ou  imaginaires,  et  qu"il  existe,  en  général,  quatre 
systèmes  de  circonférences  qui  donnent  la  même  quartique. 


Sxir  la  déterniinatioii  cies  centres  <i*inver'sioii 
des  cixlblíivies  cir^culaires. 


1.  On  sait  que  les  cubiques  circulaires  peuvent  être  représentées  par  Téquation  suiv;inte, 
en  prenant  un  point  quelconque  de  Tasymptote  réelle  pour  Torigine  des  coordonnées  et  cette 
droite  pour  Taxe  des  ordonnées: 

(x-  +  f-)x=Aix-  +  Bixi/  +  'Dix  +  Eiy  +  Fi. 

En  changeant  ensuite  Torigine  des  coordonnées  pour  le  point  de  cette  asj-uiptote   dont 

Fordonnée,  rapportée  à  Torigine  primitive,  est  égale  à  -y  B|,   on  peut  encore  réduire  cette 
équation  à  la  forme 

(1)  (x^-  +  f-)x  =  Ax^-  +  'Dx  +  Ey+F. 

On  sait  aussi  que  la  eondition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  courbe  iuverse  d'une 
cubique  circulaire  soit  une  autre  cubique  circulaire  est  que  le  centre  d'inversion  coincide  avec 
un  point  de  la  cubique  donnée,  qui  ne  soit  pas  double. 

Cela  pose,  nous  allons  chercher  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  coordonnées 
du  centre  d'inversion  pour  que  la  transformée  de  Ia  cubique  considérée  coincide  avec  la 
courbe  primitive. 

Soient  (a,  P)  les  cordonnées  du  centre  d'inversion,  et  supposons  que  ce  point  coincide 
avec  un  point  de  ia  cubique  donnée,  et  qu'on  ait,  par  conséquent, 

(1')  («-  +  p'^)  a  =  A  «2  +  D  a  +  E  p  +  F. 

En  changeant  Torigine  des  coordonnées  pour  ce  point,  en  posant  pour  cela 

*  =  *•!  +  «,     í/  =  ^i  +  ^, 
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011  réJiiit  l'équation  de  la  tubiqiir  à  la  for.ne 

(2)  (xí  +  ^!)a3,  =  (A-3cí)x7-«í/f-2.3a;,?/,  +  (2A«-f  D-3a^-,32)a',  +  (E-2«,3)yi. 
En  posant  maiiitenant  dans  celte  équation 

on  obtient  celle  de  la  cubique  inverso: 

(3)  (a-l  +  7/^)  (P  £C2  +  Q  y-í)  =  (3  a  -  A)  k'-xl+'^  ,3  r-  x^yt  +  a  h^  yi  +  k^Xi, 

oíi 

V  =  2Áa  +  D  —  Sa^-y;     Q  =  E  -  2  a  ,3. 

En  divisant  cette  équation  par  P  et  en  égalant  ensuite  les  coefficients  des  diverses  puis- 
sances  de  x-2  et  y-i  aux  coefBcients  des  mêmes  puissances  de  xi  et  yi  dans  Téquation  (2),  on 
trouve  les  conditioiís  pour  que  les  courbes  représentées  par  les  équations  (2)  et  (3)  coineident. 
On  trouve  de  cette  manière  sept  conditions,  mais  en  sont  seulement  distinctes  les  suivantes: 

P  =  -k\     Q  =  E-2a,3  =  0. 

La  deuxième  équation  et  Téquation  (1')  déterniinent  les  coordonnées  (et,  ,3)  des  points  cher- 
chés,  et  ensuite  la  preuiiòre  determine  les  valeurs  correspondantes  de  k-. 

On  conclut  donc  que  chaqite  centre  dinversion,  par  rapport  avquel  la  cubique  est  analla- 
gmatique,  coincide  avec  un  point  d'inlerscction  de  ceife  cubique  avec  Ihyperbole  dont  Véqiiation, 
rapportée  aux  mêmes  axes  que  Véqtiation  (\),  est  la  suivante: 

(4)  2xy=E; 

et  que  le  rayon  du  cercle  dinversion  corrcspondant  est  donné  par  la  formule 

i2=3a2  +  p2-2Aa-D. 

Inversement ,  la  cubique  est  anallagmatique  par  rapport  à  fous  le.s  jyoints  d'intersection  avec 
Vhyperhole,  à  Vexception  de  ceux  dont  les  coordonnées  annulent  k-. 

On  conclut  aussi  de  ce  qui  precede  que  les  asymptotes  de  Ihyperbole  considérée  coinei- 
dent avec  rasyniptote  réelle  de  la  cubique  et  avec  la  perpendiculaire  à  cette  droite,  menée 
par  Torigine  des  coordonnées  auxquelles  Téquation  (1)  est  rapportée. 
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En  posant 

f(x,y)  =  {x'--\-if)x  —  Ax-  —  Tyx-Y.y  —  ¥ 

et  en  reiuarquant  qu'on  a 

ou  voit  encore  que  les  tangentes  à  la  même  cubique  aux  centres  d'inversion  consideres  sont 
parallèles  à  soa  asymptote.  Cette  proposition  importante  est  bien  connue  (Basset:  An  clemen- 
tary  treatrise  on  ciibic  and  qtiartic  curves.  Cambridge,  1901,  p.  1Õ7). 

On  voit,  au  moyen  des  mênies  équations,  que,  si  la  cubique  est  uniairsale,  riiypeibole 
passe  par  son  point  double,  mais  que  ce  point  ne  jjeut  pas  être  ua  des  centres  d'inversioii 
par  rapport  auquel  Ia  courbe  soit  anallagmatique.  Le  point  double  doit,  en  effet,  satisfaire 
aux  équations 

fy{x,y)  =  2xi/  —  Y,  =  0,    /; (a;,  ?/).=  0. 

On  voit  enfin,  au  moyen  des  équations  (1)  et  (4  ,  que  les  centres  d"inversion  consideres 
sont  plact-3  sur  une  parahole  de  Wallis,  représentée  par  Téquation 

E?/  =  2(if3-A£c--  — Dx-F). 

2.     En  écrivant  Téquation  (1)  sous  la  forme 


y== -^r:. -> 


on  voit  iuimédiatement  que  Vhyperhole  précédemment  considérée  coupe  inir  le  milieu  toiítes  les 
cordes  de  la  cubique,  parallèles  à  son  asymptote  réelle. 

II  resulte  de  cette  proposition  que  les  tangentes  à  la  cubique  aux  centres  d'inversion,  par 
rapport  auxquels  elle  est  anallagmatique,  sont  parallèles  à  Tasyniptote  réelle  et  que  Fliyper- 
bole  passe  par  le  point  double  de  la  courbe,  quand  eile  est  unicursale.  Ces  deux  propriétés 
de  la  cubique  ont  déjà  été  démontrées  précédemment  dune  autre  manière. 

II  resulte  encore  de  la  même  proposition  que,  st  la  cubique  a  íin  point  de  rebroussement, 
Vhyperboh  considérée  lui  est  tangente  en  ce  point,  et  que  ce  cus  est  le  seul  dans  lequel  cette  hy- 
perbole  est  tangente  à  la  cubique  (l),  à  cUstance  jinie. 

3.  L'équation  qui  determine  les  abscisses  des  centres  d'inversion  consideres  est  la  sui- 
vante : 

4  (a-í  -  A  «3  -  D  a^2  _  p  j,-,  _  £-2  =  o, 
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et  il  resulte  de  ce  qui  precede  que  ses  raoines  sont  toutes  distincfes,  quand  la  courbe  n'est 
pas  unicursale,  puisque  alors  la  cubique  et  Fhyperbole  ne  peuvent  pas  être  tangentes  à  dis- 
tance  linie. 

Si  la  cubique  a  un  noeud,  elle  est  coupce  par  Thyperbole  à  ce  point,  en  deux  points  dis- 
tincts  du  précédent  et  h  Tinfini.  Alors  deux  des  racines  de  )'équation  precedente  sont  égales 
et  correspondent  au  point  doublc  de  la  cuurbe,  et  deux  sont  distinctes;  et  la  courbe  est  anal- 
lagmatique  par  rapport  à  dexix  centres  d'inversion. 

Si  la  cubique  a  un  jyoint  de  rehrousscment,  elle  est  coupée  par  Thyperbole  à  ce  point,  à 
un  auti-e  point  placé  à  distance  finie,  et  à  Tinfini.  Alors  il  n'existe  qu'ií?i  centre  d'inversion 
par  rapport  auquel  la  courbe  soit  anallagniatique. 

Les  propositions  precedentes  doivent  être  modifiées  quand  E  =  0.  Alors  Thyperbole  se 
réduit  aux  droites  x=Q  et  y  =  0,  et  le  nombre  des  points  par  i'apport  auxquels  la  cubique 
est  anallagiuatique  est  égal  à  3,  quand  la  courbe  n'est  pas  unicursale,  à  1  quand  elle  a  un 
noeud,  à  zero  quand  elle  a  un  point  de  rebroussement. 

Les  coordonnées  de  ces  points  sont  donnces  par  les  equations 


■Aa;2  — Díc— F  =  0,     ?/  =  0. 


II. 


Sur*  la  (léter-minatioii  des  ceixtx^es  cl'iiiv©rsion. 
des  fxiií*3^ti<liiGs  l.>ic'li''culair'es. 


4.     Considérons   maintenant   les   quartiques  bicirculaires   et  supposons   qu'on  ait   rcdiiit 
d'aboid  leur  équation,  par  les  moyens  connus,  à  la  forme  suivante: 

(5)  {x'^  +  7/-y-  =  Áx^  +  Bf  +  -Dx  +  E7j  +  F; 

et,  eii  représentant  par  (a,  [jj  les  coordonnées  duii  point  quelconque,  cliercliions  les  condi- 
tions  pour  qu'une  quelconque  de  ces  courbes  soit  anallagraatique  par  rapport  à  ce  point. 

En  cliangeant,  pour  cela,  ['origine  des  coordonnées  pour  ee  point,  donnons  à  Téquation 
de  la  courbe  la  forme 

(í<^!  +  2/t)-  +  4(axi+P^/i)(xi  +  2/í)  =  [A-4«2_2(aHP-)]a'í-8«pa-,?/i  +  [B-4p^'-2(«-Hp-^^ 
+  [2  A  a  -  4  a  («2  +  p^j  +  D]  a-,  +  [2  B  p  -  4  p  {a'-  +  f/^)  +  E]  iji  -f(u,  p), 

oii 

f{x,7j)  =  {x^-  +  ff-Áx^-  —  Bf--Dx-Ei/-F. 

Pour  obtenir  Téquation  de  la  courbe  inverse  de  la  precedente,  posons  maintenant 


k'^  «2  k-  l/i 

xl  +  yV     "        x\^y\ 


On  trouve  réquation 


/(«,  p)  {x\  ^  yli^  -  k'-  [(2  A  «  _  4  («^  +  r-)  «  +  D)  x,  +  (2  B  p  -  4  («^  +  p-2)  p  +  E)  y,]  H  +  í/l) 
=  k^{A-Ga"--2  P'2)  xl  +  k"  (B  -  6  p-2  -  2  a'-)ijl  -  8  /v«  ap  x^  y^  —  4  /.-«  an  -  5  k^  P3/2  -  k«. 
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Les  conditions  pour  que  Ia  courbe  représentée  par  cette  équation  coincide  avec  ranté- 
rieure  sont  les  suivantes: 

k^[2Áa-4  (u^  +  ?'^)  a  +  D]  =  -  4  a/(cí,  ,3), 
A:2  [2  B  p  -  4  («2  +  P*)  ,3  +  E]  =  -  4  ?/(«,  p), 

A  i*6  ff 

Aaia^  +  r-)-2Aa-B  =  j^^, 
4p(a^  +  p-^)-2B,3-E  =  A^; 

et,  comine  les  deux  dernières  équations  ne  sont  pas  distiiictes  des  antéi-ieiíres,  elles  se  rédui- 
sent  aux  suivantes: 

í  /^' =/(«,?), 

(6)  2A«-4(a--2  +  ,32)a  +  D  =  -4Z;2c(, 

(  2  B  j5-4(o2  +  i3-^)  ,3  + E  =  - 4Â;^3. 

Nou8  avons  ainsi  trois  équations,  qui  déterminent  les  coordonnées  (a,  [5)  des  points  par 
rapport  auxquels  la  quartique  considéróe  est  anallagmatique  et  le  rayon  A:-  du  cercle  d'in- 
version. 

Eq  éliminant  k-  entre  les  deux  dernières  équations,  on  truuve  la  suivante: 

(7)  2(A  — B)a|3  +  D,3-Ea  =  0, 

laquelle   fait  voir   que  les   centres  ã'inversion  consideres  sont  situes  sur   une  hyperhole  ãont 
1'équation,  rapportée  au  même  systeme  de  coordonnées  que  (5),  est 

(8)  2(A  — B)a;?/  +  Dy  — Ea;  =  0. 

Cette  hyperbole  passe  par  Forigine.  des  coordonnées  et  ses  asymptotes  sont  les  parallèles 
aux  axes  des  coordonnées  menées  par  le  point 


\      2(A- 


E 


(A-B)'     2(A-B)/' 

En  multipliant  les  deux  dernières  équations  (6),  membre  à  niembre,  et  en  ayant  égard  à 
la  première,  on  obtient  Téquation 


(9) 


8  ( A  -  B)  («2  -  ,32)  a  íi  -t-  ^4  A  B  +  1 G  D  a  +  1 6  E  ?  +  1 6  F]  a  ,3 
-  4  (D  p  +  E  a)  (a«  +  ,32 )  +  2  A  E  a  +  2  B  D  ,3  +  E  D  ==  O, 


2G2 


qiii  doime,  en  ayant  égard  à  (7), 

Dono  les  centres  d'inversion  par  rapport  auxquels  la  quartique  (5)  e.sí  anallagmatiqiie,  coin- 
cident  avec  les  i^oints  d'intersection  de  Vhyperhole  représenfée  pai*  Véquation 

(11)  A5A(a;2-7/2)  +  4r^^-j^-  +  4F  +  AB|a;?/  +  2AEx+2BD7/-fED  =  0 

avec  Vhyperhole  représentée  par  réquation  (8). 

Les  asympfotes  de  ckacune  de  ces  hyperbolcs  sont  perpendiciãaires  Vune  à  Vautre. 

5.  Tons  les  points  d'mtersec£ion  des  hyperboles  precedentes  sont  des  centres  d'inveision 
par  rapport  auxquels  la  quartkjue  est  anallagmatique,  ;i  Texception  de  ceux  qui  eoíncident 
avec  des  points  de  ia  quartique  considérée,  puisque  ies  coordonnées  de  ces  derniers  points 
annulent  k-. 

Soit  «1,  [5i)  un  point  d'intersection  des  hyperboles  qui  satisfasse  à  cette  condition. 

On  a  alors 

l  /(«,,fn)  =  0, 

(12)  2Aa,-4K+,^í)«i+D  =  0, 

(2Bp,-4(a;  +  15i),B,  +  E  =  0. 

Mais 

-/;  («1 ,  PO  =  2  A  a,  -  4  («!  +  P!)  «,  +  D, 
-/,  («,,  PO  =  2  B  p,  -  4  («H  [l-?)  pi  +  E. 

Donc  (ai,  |3|)  est  alors  un  point  douhle  de  la  quartique,  et  cette  courbe  est,  dans  ce  cas, 
unlctirsale. 

Inversement,  si  la  quartique  est  unicursale  et  («i.  Pi)  sont  les  coordonnées  du  point  double 
qu'elle  possède  à  distan^-e  finie,  a\  et  Pi  satisfont  aux  équations  (12);  et,  par  conséquent,  à 
réquation  qui  en  resulte: 

(13)  2(A-B)c(,p,  +  Dp,-Ea,=0. 

Donc  le  point  considere  est  situe  sur  riiyperbole  i'eprésentée  par  Tóquation  (8). 

En  multipliant  les  derniòres  équations  (12)  merabre  à  membre  et  en  ayant  égard  à  la  pre- 
mière  et  à  (13),  on  voit  que  a\  et  pi  satisfont  aussi  à  Téquation  (11). 
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Nous  avons  donc  le  théorème  suivant: 

Si  la  quartique  considérée  est  imicursale,  les  hyperhoUs  (8)  et  (11)  passent  par  le  point 
double  quelle  a  à  distance  finie.  En  totis  les  aufres  cas  les  poinls  d'interscction  des  deux  hyper- 
boles  sont  dtjjérenis  de  ceux  de  la  quartique. 

6.  L'analyse  qui  precede  doit  étre  modifiée  quand  D  =  0  ou  E  =  0,  c'est-ii-dire  quand 
la  quartique  est  syinétrique  par  rapport  ii  Tun  des  axes  des  coordonuées. 

En  supposant  D  =  O,  la  deuxièuie  des  équations  (G)  se  décompose  dans  les  deux  sui- 
vantes : 

«  =  0,     A-2{a'-^y-)  =  -2k^-. 

A  la  preiuière  équation  correspondent  trois  valeurs  de  ,3,  donnces  par  i'équatioii 

8E,S3  +  4(B2  +  4F)p2-L4BEi3  +  E2  =  (), 

et,  par  coiiséquent.  trois  centres  d"inversion  par  rapport  auxquels  la  quartique  est  anallagma- 
tique,  si  elle  n'est  pas  imicursale.  Un  de  ces  points  est  réel  et  les  autres  peuvent  étre  réels 
ou  imaginaires,  et  ils  sont  tous  placés  sur  Taxe  de  la  courbe.  Si  la  courbe  est  unicursale,  le 
nombre  des  centres  d'inversion  consideres  se  réduit  à  deux. 

La  deuxième  équation  n'est  pas  coiupatible  avec  les  autres  équations  du  système  (6)  que 
dans  le  cas  oíi  Ton  a 

(A2  +  4  F)  (A  -  B)  +  £2  =  0. 

Mais,  dans  ce  cas,  en  éliminant  F  entre  cette  équation  et  celle  de  la  quartique  considérée, 
on  la  réduit  à  la  forme 


[2(a;2  +  »/2)_A]v/B-A±[2(A-B)?/-E;  =  0. 

La  quartique  considérée  se  réduit  donc  alors  à  deux  circonférences,  qui  se  coupent  en 
deux  points  de  la  droite  représentée  par  Téquation 

2(A-B)^/  =  E, 

et  ce  système  de  circonférences  est,  par  conséquent,  anallagmatique  par  rapport  à  tous  les 
points  de  cette  droite.  Ce  résultat  s'accorde  avec  eelui  que  donne  immédiatement  la  Géomé- 
trie  élémentaire. 

On  considere  de  la  même  nianière  le  cas  ou  E  =  0. 

Si  on  a  A  =  B,  Téquation  (7)  se  réduit  à  la  suivante: 

D?-Ea  =  0, 
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et  Téquation  (9)  à  la  suivante: 

4[A2  +  4(Da  +  E?)-f  4Fja?-4(D,3-LEa)(a2  +  32)  +  2A(Ea-[-Dp)  +  ED  =  0. 

En  éliminant  ,3  entre  ces  équations  on  trouve 

8(D^  +  E2)a3-|-4(Aí-j-4F)Da2  +  4AD2a-;-D3  =  0. 

La  quartique  est  donc  anallagmatique  par  rapport  à  trois  centres  d'inversion,  si  elle  n'est 
pas  unicursale,  et  ces  points  sont  situes  sur  la  droite  représentée  par  Téquation 

D^  — Ea;  =  0. 

Si  la  quartique  est  unicursale,  les  centres  d'inversion  consideres  et  le  point  double  qu'eile 
a  à  distance  finie  sont  situes  sur  cette  droite  et  le  nombre  de  ces  centres  est  égal  à  deux. 


À 


III. 


Siir  une  maniòro  cio  coiistrxilre  los  íjiiai-tifixies 
l)icii'ciilaii'ow  iiiiit^in^sales. 


7.  Nous  allons  considerei-  maintenant,  eii  particulier,  les  qnartiqiies  bicirculaires  unicur- 
sales  pour  donner  une  métliode  três  siniple  pour  les  consfruire,  qui,  siiivant  nous  le  c-royons, 
n'a  pas  encore  été  reinarquée. 

Prenons  deux  circonférences  C  et  C  et  siir  la  preniicre  un  point  O.  ^lenons  ensuife  par 
ce  point  une  droite  arbitraire  OK  et  suient  B  le  point  oii  elle  coupe  la  circonférenee  C,  et  E 
et  E'  les  points  ou  elle  coupe  C.  Prenons  ensuite  sur  la  même  droite,  à  partir  de  O,  deux 
segments  O  A  et  O  Ai,  respectivement  égaux  à  OE  — OB  et  O  E'  —  OB.  Cela  pose,  le  lieu 
géoraétrique  des  positions  que  prennent  A  et  Ai,  quand  OK  varie,  en  tournant  autour  de  O, 
est  une  quartique  bicirculaire  unicursale. 

Soient,  en  effet,  O  lorigine  des  coordonnées,  («,  [3)  les  coordonnées  du  centre  de  C,  (a,  b) 
celles  du  centre  de  C,  R  le  rayon  de  cette  dernière  circonférenee,  0|  le  segment  OB,  p2  les 
segnients  O  E  et  OE',  p  les  segraents  O  A  et  O  Ai  et  6  Tangle  forme  par  OK  avec  Taxe  des 
abscisses.  L'équation,  rapportée  aux  coordonnées  polaires,  de  ia  eircouférence  C  est 

pi  =  2(acose  +  psinÔ), 
et  celle  de  la  circonférenee  C 

p]  —  2  (a  cos  61  +  ò  sin  6)  p-i  =  R-  —  a-  —  ò-. 
Nous  avons  donc 

p  =  r<  cos  e  +  6  sin  e ±  v/(acose  +  6sinej-  +  R"r  —  2  (a  cos  e  +  3  sin  d), 
oíi 

R?=R^-rt2_5á; 
VOL.   11 
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et  par  conséquent 

[ç  +  (2a-a)cose  +  (2^-l)smd]-  =  (acose  +  bsm6)-  +  R', 
ou,  en  posant  x=  o  cos  6,  ?/  =  p  siu  d, 

[(^-  +  f-r-  -  (2  a  -  a)  íc  +  (2  ,3  -  òyyY  =  {ax  +  b  yf  +  R?  (a;^  +  f-), 


ou  enfin 


(14) 


í  =  (4  a  cí  -  4  «2  --  Ri)  a;2  -  (4  i  ,3  -  4  ,3-^  +  R;)  ?/2  _^  4  (a  ,3  +  i  a  -  2  a  ,3 )  x  y. 


Cette  équation  represente  une  quartique  hicirciilaire  unicursale.  Son  point  double  coincide 
avec  le  point  O,  et  il  resulte  de  ce  qui  precede  que  ce  point  est  un  iioeitd  réel,  quand  les 
circonférenees  C  et  C  se  coupent,  un  point  de  rehroussement  quand  elles  sont  tangentes,  et 
un  point  isole  quand  elles  n'ont  pas  de  points  coraiuuns.  II  resulte  aussi  de  la  construetion 
precedente  que  les  tangentes  à  la  quartique  au  point  double  passent,  dans  les  deux  premiers 
cas,  par  les  points  coiumuns  aus  deux  circonférenses. 

8.  Le  système  de  deux  circonférenees  qa'on  vient  dViiiployer  pour  construire  la  quar- 
tique représentée  par  Téquation  precedente,  n'est  pas  unique.  En  remplaçant,  en  effet,  dans 
réquation  antérieure  d'abord  «  par  — a,  6  par  — t,  et  ensuite  a  par  et  —  a  et  ,3  par  ,3  —  b, 
cette  équation  ne  change  pas;  et,  par  conséquent,  il  existe  un  deuxième  système  de  deux 
circonférenees,  lune  nyant  pnur  centre  ( — a,  — b)  et  passant  par  Torigine  des  coordonnées  O, 
et  Tautre  ayant  pour  centre  ia  —  a,  ,3  —  b)  et  pour  rayon  R,  qui,  quand  ou  lui  applique  la 
construetion  précédeuiuient  considérée,  nièuent  ;i  la  niéuie  quartique. 

Nous  représenterons  le  premier  s^ystème  de  circonférenees  qu'on  a  considere  par  C|  et  Cí, 
le  deusiènie  par  C-2  et  Cá,  et  nous  ferons  voir  bientôt  que  la  mênie  quartique  peut  être  en- 
core considérée  conune  la  cisioidale  de  deux  aiitres  systèmes  de  circonférenees  iuiaginaires 
(Ca,  Cá)  et  (C,  Ci). 

9.  Nous  allons  étudier  maintenant  la  question  inverse  de  la  precedente,  c'est-;í-dire, 
nous  allons  voir  si  toiite  quartique  bicir^ulaire  unicui-sale  donnée  peut  être  construite  par  la 
méthode  qu'on  vient  d'indiqner. 

Pour  résoudre  cette  question,  je  remarque  cVabord  que  Téquation  de  toute  quartique  bi- 
circulaire  unicursale  peut  être  réduiíe  à  la  forme  suivante,  en  prenant  le  point  double  qu'elle 
possòde  à  distance  finie  pour  Torigine  des  coordonnées: 

(15)  (x'--\-7f-f-^2{mx  +  ny){x"'~y^}  =  Ax'-  +  r.xy  +  Cy'; 
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et   que   les   conditioiís   potir   que  la  couibe  représentóe  par  cette  équation  coincide  avec  la 
quartique  représentée  par  (14)  sont 

2  a  — a  =  m,     2,3  — í  =  »i, 
4  a  a  —  4  et-  -f  Rf  =  A, 
40,3-4^5-4- R?=C, 

4(«p  +  Ja-2a,3)  =  B. 

Or  ces  équations  dounent,  en  éliniinaiit  a  et  ,3  dans  les  trois  dernières  au  raoyen  des  deux 
preinières, 

(K)  a-^-m2  +  R»=A,     i-^-«2  +  Ri  =  C,     2(«6-mn)  =  B, 

et  par  conséquent 

(16)  a*  -  (A  —  C  +  m"-  -  if-)  «2  _  ^1.  B  +  m  n)  '  =  O, 

(18)  a=l(a  +  "<),     ?  =  y(í'  +  «), 

(1 9)  Rr  =  ^  [m2  +  „2  +  A  +  C  -  («-^  +  b% 

(20)  R2  =  i-[,«2  +  «-  +  A  +  C+a2  +  ò-^].    ■ 

Nous  avons  ainsi  six  équations  qui  déterminent  les  quantités  a,  b,  a,  ,3,  Ri  et  R,  quand 
m,  n,  A,  B,  C  sont  données,  et  lesquelles  font  voir  que  la  quartique  (15)  peut  être  considérée, 
de  quatre  manières  dift'érentes,  conime'la  cissoidale  de  deux  circonférenees,  réelles  ou  imagi- 
raires,  par  rapport  à  un  point  situe  sur  une  de  ces  circonférenees. 

IO.  II  nous  faut  maintenant  examiner  si  les  circonférenees  precedentes  sont  réelles  ou 
imaginaires. 

L'cquation  (16)  donne  pour  a-  une  valour  positive  et  une  valeur  négative;  et  par  consé- 
quent pour  a  deux  valeurs  réelles,  égales  et  de  signe  contraire,  et  deux  valeurs  imaginaires; 
^'équation  (17)  determine  ensuite  les  valeurs  correspondantes  de  b.  Nous  avons  ainsi  les  coor- 
données  des  centres  des  quatre  circonférenees  Cj,  Cj,  Cj  et  Cj,  qui  sont  deux  rélles  et  deux 
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Les  équations  (18)  déterminent  ensuite  les  coordonnées  des  centres  des  circonférences 
correspondantes  Cj,  C2,  C3  et  Cs,  qiii  sont  aussi  deux  réelles  et  deux  imaginaires. 

L'équation  (20)  determine  enfin  les  rayons  des  circonférences  C'i,  Cj,  C';,  C4  et  fait  voir 
que  ces  rayons  sont  réels  quand 

m^-  +  n^  +  A  +  C  +  a^  +  b^>0, 

et  imaginaires  dans  le  cas  contraire. 

On  conolut  de  ce  qui  préeède  que,  quand  cette  dernière  condition  est  satisfaite,  existent 
deux  systèmes  de  circonférences  réelles  (Cj,  Ci),  (C«,  C-í),  au  moyen  desquelles  on  peut  cons- 
truire  la  quartique  (lõj,  eu  employant  Ia  méthode  considérée  au  n.°  7.  Les  centres  de  ces 
circonférences  sont  situes  sur  une  droite  qui  passe  par  Torigine  des  coordonnées,  à  égale  dis- 
tance  de  ce  point.  Les  deux  autres  systèmes  de  circonférences  (C3,  C3),  (CV,,  Cj)  sont  toujouis 
imaginaires. 

11.  Les  coordonnées  des  centres  des  circonférences  imaginaires  dont  la  quartique  (15) 
est  la  cisaoidale  peuvent  êfre  déterminées  de  la  raanière  suivante. 

Soit  ai  une  des  raeines  réelles  de  Téquation  (16)  et  òi,  cíi,  |j|,  R'  les  valeurs  correspon- 
dantes  de  i,  a,  ^i,  R. 

En  posant  dans  cette  équation 

?ii  =  2  ai  —  rt| ,     7i  =  2  ,3i  —  hi , 

A  =  4  «,  a,  -  4  a;  +  R'2  -  (ai  +  li), 

C=4òi.3,-4,3?  +  R-^-(«?  +  í';), 
B  =  4(a,  p,  +  i,«,-2a,,3|), 

on  obtient  la  suivante: 

qui  donne  pour  a  les  quatre  valeurs 

a  =  +  rti,      a  =  +  òii. 
Les  quatre  valeurs  correspondantes  de  h  sont 


7  '^i"i  _L  7  7  —  • 

íí  = —  ±oi,     o  =  _j_ait, 
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et  celles  de  a  et  3 


«=l(2ai-a,)--2-èir,     ?  =  1(2  ?,  -  6,)  + y  «i  í, 

a  =  Í-(2a,-a,)  +  YÍií,     ?  =  i-(2  ,3, -è,)- 1 «,  í, 

«  =  «,,     ,3  =  ,3i, 

a  =  ai  —  a,     ,3  =  ,31  —  6. 

Les  valeurs  correspondantes  de  R-  sont  données  pai-  Tégalité 

R2  =  R'2  _(«?  +  &!), 

quand  «  =  ±  Ji )',  et  par  le  formule 

R2  =  R'S 

quand  a=^  +  ai, 

Les  coordonnées  des  centres  des  circonférences  imnginaires  C3  et  C4  sont  donc 

[l(2a,-a0-~6,í,     1(2  ,3, -ij)  +  y  «1  í], 

[l(2a.-aO  +  YJ*^''     y(-'?i-^')-Y«*4 
ceux  des  circonférences  C3  et  Ci  sont 

{hl  i,  —  ai  {),     (—  bi  i,  ai  i), 
et  les  rayons  de  ces  deux  dernières  circonférences  sont  égaux  à 

R'2_(a?  +  ií)- 

12.  Entre  les  positions  des  centres  des  circonférences  C(.  CJ,  C3  et  C4  etdes/03/ers  de 
la  quartique  considérée,  qui  résuitent  de  rintersection  de  ses  asymptotes,  il  existe  une  rela- 
tion  que  nous  allons  indiquer. 

Cherchions  les  asymptotes  de  la  courbe  au  moyen  de  la  méthode  connue.  On  trouve 
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oíi  u  represente  une  quanlité  dunnée  par  réqiiation 

1 


u 


2  _  („i  i  _  „)  „  +  -—  (A  +  B  i  -  C)  -  0. 


Or,  cette  équation  donne,  en  y  reraplaçant  m,  n,  A,  B,  C  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  ai,  &i,  «i,  pi  et  en  la  résolvaiit  ensuite: 

«  =  y[(2a, -(/^)t-^2p,-i^)]±^(^l-«^0• 
Les  équations  de  asymptotes  cliercliées  sont  donc  les  suivantes: 

y  =  ix  +  — -  [(2  «1  —  «i)  <■  —  (2  pi  —  hi)  4-  hi  —  ai  i], 

,j  =  -{x  +  ^[-{2rxi-ai)i-{2^i-li)  +  bi  +  aii], 

1 

y  =  ix  +  -g-  [(2  «1  —  0|)  i  —  (2  Pi  —  &|)  —  &i  +  ai  ?■], 

?/  =  —  i as  +  ~  [—  (2  «1  —  ai)  í  —  (2  Pi  —  6i)  —  6)  —  «i  i]. 

Or  ces  droites  se  coupent  en  quatre  points,  deiix  réels  et  deux  imaginaires,  qui  sont  len 
foyers  singuliers  de  la  quartique,  et  dont  les  cooidonnées  sont  les  suivantes: 

(—«!,— Pi),     (a,_ai,  &i  — Pi), 

LY  *■"*  ~  ^  "')  +  ^  *i  í.     Y  (^!  -  2  PO  —  Y  ai  i   , 

[i-  («,  -  2  «,)  - 1  J,  t,     1-  (&i  _  2  p.)  +  -i  «M-j . 

On  en  conclut  que  ces  foyers  sont  sifiiés  siir  les  droites  qui  passent  par  le  point  douhle  de 
la  quartique  considérée  et  j^ar  les  centres  des  circonférences  C|,  C-),  C3,  C4,  et  que  les  distances 
de  ces  foyers  au  point  dotthle  sont  respectivement  égales  aux  distances  des  centres  au  même  point. 

13.  En  chercliant  le  veeteur  du  iiiilieu  de  la  eorde  A  A|  (n."  7)  de  Ia  quartique  consi- 
dérée, qui  passe  par  le  point  double  O,  on  trouve,  en  le  représentant  par  ps, 

P3  =  -^(OA  +  OAO, 
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et  par  conséquent  (n."  7) 

P3  =  a  cos  6  +  i  sin  6  —  2  (a  cos  e  -f  ?  sin  6). 

Cette  équation  represente  clone,  en  coordonnóes  polaires,  le  lieu  géométrique  du  milieu 
des  cordes  de  la  quartique,  qui  passent  par  son  point  doiible. 
L'équation  eartesienne  du  mênie  lieu  est  la  suivante: 

x^-  +  f  -{a-2  a)x-  {b  -2  ''^)  tj  =  0. 

Donc:  le  lieu  géométrique  du  milieu  des  cordes  qui  passent  imr  le  point  douhh  d' une  quar- 
tique bicirculaire  unicuvsale  est  une  circonférence,  qui  jjcisse  j>ar  le  point  douhle. 
Les  coordonnées  du  centre  de  cette  circonférence  sont 

1  1   ,       ^ 


et  son  rayon  est  éga!  à  -—\{a  —  '>af-^(h  —  'l^f 


14.  II  resulte  inimédiatement  de  la  définition  de  la  circonférence,  précédemrnent  consi- 
dérée,  comnie  lieu  du  milieu  des  cordes  de  la  quartique  qui  passent  par  le  point  double  O, 
que  les  points  oíi  elle  eoupe  la  quartique  coincident  avec  les  points  de  contact  des  tangentes 
à  la  même  quartique,  menées  par  le  point  O. 

Nous  ajouterons  à  ce  qui  precede  que  les  tangentes  considérées  peuvent  être  tracées  d'une 
manière  três  facile,  puisqu'il  resulte  inimédiatement  de  la  métliode  donnée  au  n."  7  pour 
construire  la  quartique  qu'elles  coincident  avec  les  tangentes  à  la  circonférence  C^,  menées 
par  le  point  double  O.  EUes  sont  donc  imaginaires  quand  le  point  O  est  situe  à  Tintérieur  de 
hl  circonférence  considérée  et  réelles  dans  le  cas  contraire. 

On  peut  encore  obtenir  ces  resultais  analytiquement,  en  les  déduisant  de  Téquation  de  la 
quartique,  mise  sous  la  forme 

Lx2  +  2,2  +  (2a-a)x>  +  (2?-ò)7/P  =  (R2-t^jx2  +  (R2-a2)^2_^2aòa.2/. 

Cette  équation  indique,  eu  efifet,  que  la  circonférence  dont  Téquation  est 

«-  +y-  +  (2  a  —  aj  a;  4-  (2  3  —  ò)^  =  O 

coupe  la  (juartique  aux  mémes  points  que  les  droites  r.eprésentées  par  Téquation 

(R2 -  V^) x"-  +  (112 _ «i)  ,f-^2ahxi/  =  0. 
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Or  ces  droites  sont  tangentes  ;i  Ia  circonférence  C,  dont  Téquation  a  été  écrite  au  n."  7, 
passent  par  Torigine  des  coordonnées  O  et  sont  réelles,  quand  a-  -\-  h-  >  R-,  et  imaginaires 
dans  !e  cas  contraire. 

15.  Considérons,  pour  faire  une  première  application  de  la  doctrine  precedente,  la  courbe 
definia  par  i'équation 

laquelle  fut  étudiée  par  Booth  en  sou  TreaUise  on  somme  netc  geometriccd  mclhods  (London, 
1877,  t.  11,  p.  I(i3i,  oii  i!  lui  a  donnú  le  nom  de  lemniscatc  tllij>tique  ('). 
On  a  alors  (n."  0) 

k=f,     B  =  0,     C==g-,     m  =  0,     n  =  0, 
et  par  conséqiient  <i  est  déterniiiw  par  Téquation 
(21)  „*_(/.'_  ^-2^  «.  =  O, 

qui  donne 

A  la  première  solution  correspoiídent  les  valeiírs  suivantes  de  è,  R-,  a  et  ,3,  données  par 
les  formules  (K)  et  (18); 

Done:  si  Von  a  g'>f-,  il  existe  dmx  syMhnes  de  circonférences  réelles  (Cj,  Cl)  et  (C2,  Cá) 
telles  que  la  courbe  considérée  est  tine,  cissoidale  de  chaque  systeme  par  rapport  à  Vorígine  des 
coordonnées. 

Les  coordonnées  des  centres  de  ces  circonférences  sont 

et  les  circonférences  Ci  et  C2  passent  par  Forigine  des  coordonnées  et  les  rayons  des  autres 
sont  égaux  à  g. 


(')  Voyez  aussi  notre:  Geometria  de  las  Curras  notablcs,  tanto  planas  como  alahiadas,  publié  par  TAca- 
démie  des  Siences  de  Madrid  (p.  118). 


273 


Les  centres  des  circonférences  C|  et  CJ  sont  donc  situes  sur  Taxe  des  ordonnées  et  coin- 
cident  avec  les  foyers  de  Vellipse 


dont  la  lemniscate  elliptique  est  la  podaire. 

Les  centres  des  circonférences  Ci  et  Ca  sont  aussi  situes  sur  Taxe  des  ordonnées  et  les 
distances  de  ces  points  à  Foriglue  sont  égales  à  la  moitié  des  distances  des  centres  de  Cí  et  Cí 
au  même  point. 

Aux  autres  solutions  a  =  +  Vf^ — g^  de  Téquation  (21)  correspondent  les  valeurs  de  6, 
R^,  a,  p  suivantes: 

6  =  0,     R2=/S     a  =  ^^-p=^\     p  =  0, 

qui  sont  réelles  quand  /-  >  g-. 

Dans  ce  cas  les  centres  des  circonférences  réelles  des  deux  systèmes  dont  la  quartique 
considérée  est  une  cissoidale,  sont  situes  sur  Taxe  des  abscisses;  ceux  de  Cj  et  Cj  coincident 
encore  avec  les  foyers  de  Tellipse  dont  la  quartique  considérée  est  Ia  podaire  centrale,  et 
ceux  de  Ci  et  Ca  divisent  en  deux  pariies  égales  les  segments  de  cet  axe  compris  entre  les 
précédents  et  Torigine  des  coordonnées. 

16.     La  courbe  représentóe  par  Téquation 

{x^-Vf-f=Px^-g'^-y\ 

à  laquelle  Booth  a  donné  (1.  c.)  ie  nom  de  lemniscate  hyperholique,  peut  être  étudiée  de  la 
même  manière. 

On  trouve  ainsi  pour  a,  h,  R-,  a  et  [5  les  valeurs 

«  =  0,     b  =  ±i\/p  +  ?,     E^  =  -í*, 
auxquelles  correspondent  deux  systèmes  de  circonférences  imaginaires,  et  les  valeurs 

a  =  ±/F-f?,     b  =  0,     R^=p,     a  =  ±i-v/7M^\     ^  =  0, 

auxquelles  correspondent  deux  systèmes  de  circonférences  réelles,  de  chaqu'un  desquels  la 
quartique  est  une  cissoidale.  Les  centres  des  deux  circonférences  (Ci,  CJ)  coincident,  comme 
dítns  le  cas  antérieur,  avec  les  foyers  de  Ihyperbole  dont  la  lemniscate  hyperbolique  est  Ia 
podaire,  les  autres  deux  divisent  les  distances  de  ceux  qui  précédent  au  centre  de  la  courbe 
en  deux  parties  égales. 

JJ 
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Quand  /-  =  g^  la  coui-be  considórée  coincide  avec  la  lemniscate  de  Bernoulli,  et  on  voit 
donc  que  cette  courbe  est  la  cissoidale  des  circonférences  dont  les  centres  sont  (/  \Í2,  0)  et 

\-^fV2,  Oj,  ou  {—f^2,  0)  et  (--^/v/2,  0),  par  rapport  à  l'origine  des  coordonnées,  le 

rayon  de  la  première  circonférence  étant  égale  k  f  et  celui  de  Fautre  à  -^f  \^. 

17.  Nous  allons  faire  la  dernière  application,  en  considérant  le  limaçon  de  Pascal,  dont 
'équation  est 

ou 

(«2  +  3/2)2  -2k(x^  +  y^)x  =  (/í2  -  42)  X^-+h^f. 

On  trouve  alors,  au  moyen  des  formules  (K)  et  (18)  du  n."  9,  en  y  posant 
A  =  h'--r-,     B-O,     0  =  ^2,     m  =  -k,     n  =  0, 
les  resultais  suivants: 

a  =  0,     6  =  0,     R2  =  ;í2,     a  =  —  ~k,     p  =  0. 

Donc:  le  limaçon  de  Pascal  est  la  cissoidale  de  deux  circonférences  par  rapport  à  Vorigine 
des  coordonnées.  Le  centre  d'une  circonférence  coincide  avec  cette  origine  et  son  rayon  est  égal 

à  h;  les  coordonnées  du  centre  de  Vautre  circonférence  sont  («=  — s"^;   P  =  0)  et  son  rayon 

est  égal  à  -^k. 

Quand  h  =  />;,  on  a  la  cardioide.  Alors  les  deux  circonférences  qu'on  vient  de  considérer 
sont  tangentes. 

L'équation  de  la  circonféi-ence  qui  est  le  lieu  du  milieu  des  cordes  du  limaçon  qui  passent 
par  son  point  double,  est 

x^  +  y''--kx  =  Q. 

Cette  circonférence  est  donc  symétrique,  par  rapport  à  Taxe  des  ordonnées  de  celle,  de 
centre  ( — ^  A-,  Oj  qui  fut  considérée  précédemment. 
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UN  PRiBL[||[  DE  GAUSS  [í  Ul  CLASSE  PARÍOLIERE  DE  EONCíiS  SíiEíiUES 


(Giornale  di  Matematiche,  t.  XIjII.  l^fapoli,  1904) 


INTRODUCTION. 


Noiís  allons  étudier  dans  ce  travail  quelques  questions  qui  se  rattachent  plus  ou  moins 
étroitement  au  problème  suivant,  par  lequel  Gauss  a  ouvert  son  beau  et  important  Mémoire : 
Theoria  intsrpolationis  meihodo  nova  tractata  (*) : 

Chercher  la  somme 

a"  6» 


(a  — ò)(a  — c)(a  — d)(a— e)  ...       {b  —  a){b  —  c){b  —  d)(b—e)... 

H I í L 

^{c—a){c  —  b){c  —  d){c  —  e)...{d  —  a}{d—b){d  —  c)(ã  —  e)...        '    ' 

a,  b,  c,  d,  ...  étant  m  quantités  différentes,  et  n  un  nombre  entier  qiielconque,  positif  ou  nêga- 
tif,  ou  zero. 

Comme  solution  de  ce  problème  ce  grand  géomètre  a  trouvé  que  cette  somme  coincide 
avec  la  fonction  symétrique  entière  de  a,  b,  c,  ... 

oíi  le  signe  Si  s'étend  aux  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  Téquation 

2'  +  2'  + '■  +  •••  =  n  —  w+1,  (íi^m) 

et  il  a  dómontró  aussi,  en  passant,  que  Ia  somme  considérée  represente  le  coefficient  dea:^-"'+* 
dans  le  développement  de  la  fonction 

[{\-ax){\-bx){\-cx)...]-^  ^ 

en  série  ordonnóe  suivant  les  puissances  de  x. 


(')  Werkc,  t.  iii,  pag.  265. 
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La  fonution  precedente  est  un  cas  particulier  de  la  suivante : 


i.+p  —  l\  (v  +  q- 


(1)  .,^-J     -J^--^    -j...,.H.c^.., 

étiidiée  jadis  par  Wronski,  qiii  en  a  fait  usage  pour  résoudre  les  équatlons  numériques,  et 
plus  récemment  par  M.  d'Ocagne  en  deux  articles  publiés  aux  Nouvelles  Annales  de  Mafhé- 
matiques  (3."  série,  t.  ii,  1883,  pag.  230,  t.  v,  1886,  pag.  257);  et  en  un  important  Mémoire 
sur  les  suites  récurrentes,  publié  au  Journal  de  VEcole  Polytechnique  de  Paris  (XLiv'^.  Caliier, 
1894);  par  M.  Cesàro  en  deux  intéressants  articles  publiés  dans  les  Nouvelles  Annahs  de 
Mathématiques  (3"  serie,  t.  iii,  1884,  pag.  561,  t.  iv,  1885,  pag.  59);  par  M.  Dickstein 
das  les  Mémoires  de  VAcadémie  de  Cracovie  (1888,  t.  XVl);  etc. 

Pour  calculer  eette  fonction,  quand  a,  h,  c,  .  .  .  satisfont  à  Féquation 

(2)  (1  -  acc):^  (1  -  hxy  .  .  .  =  1  +  pix  +jp2a;2  + .  . .  +p„, «'", 

2'),  x>ii  ■•  ■  1  Pm  étant  des  quantitú.s  données,  M.  d'Ocagne  a  fait  connaitre,  dans  le  Mémoire 
précédemment  mentionné,  une  formule,  qui  a  sur  celles  qu'on  avait  employées  pour  le  même 
but,  Tavantage  de  donner  le  résultat  sous  sa  forme  déíinitive,  sans  qu'on  ait  besoin  de  faire 
ensuite  des  réductions  de  termes  semblables,  et  encore  un  théorème,  pour  simplifier  ce  cal- 
cul,  quand  le  second  membre  de  (2)  peut  être  décomposé  en  un  produit  de  facteurs. 

Dans  le  préaent  travail  je  vais  m'occuper  principalement  de  ce  calcul  et  de  quelques  ap- 
lications  du  résultat  obtenu  par  Gauss. 

Je  commence  pour  donner  une  démonstration  de  ce  résultat,  un  peu  diíFórente  de  celle 
de  Gauas,  et  pour  établir  la  formule  employée  par  M.  d'Ocagne  pour  le  calcul  de  la 
fonction  (1),  par  une  voie  différente  de  celle  qui  a  été  suivie  par  cet  illustre  géomètre.  En- 
suite je  presente  une  nouvelle  méthode  pour  le  calcul  de  la  même  fonction,  en  déduisant  sa 
valeur  de  celle  de  la  somme  a"  |-S"  +  c"-(-  •  •  •  par  une  règle  analogue  et  d'aussi  facile  appli- 
cation  que  celle  qui  donne  la  dérivée  des  fonctions  entières.  Cette  règle  me  parait  avoir  quel- 
que  importance,  parce  qu'il  existe  des  tables  pour  le  calcul  de  la  somme  considérée,  qu'on 
peut  ainsi  eraployer  pour  le  calcul  de  la  fonction  (1). 

Les  méthodes  pour  le  calcul  de  (1)  qu'on  vient  d"indiquer,  sont  applicables  quelle  que 
soit  la  valeur  des  entiers  |jl,  v,  .  .  .  Mais,  pour  le  cas  ou  |j.,  v,  .  .  .  sont  différents  de  Tunité, 
nous  présentons  une  nouvelle  méthode,  d'une  application  plus  facile.  Pour  cela,  nous  consi- 
dérons  d'abor  J  le  cas  oià  |j.,  v,  ...  ont  la  même  valeur  h,  et,  pour  obtenir  la  valeur  de  (1) 
dans  ce  cas,  nous  donnons  premicrement  une  formule  générale  et  ensuite  une  règle  au  moyen 
de  laquelle  on  forme  successivement  les  valeurs  des  fonctions  correspondantes  aux  valeurs 
1,  2,  3,  4,  .  .  .  de  h^  semblable  à  celle  qu'on  emploie  pour  former  les  dérivées  successives 
des  fonctions  entières.  Le  cas  oii  tous  ou  quelqu'uns  des  nombres  |j.,  v,  . . .  sont  différents 
est  ensuite  réduit  au  précédent  au  moyen  du  théorème  de  M.  d'Ocagne  ci-dessus  mentionné, 
et  encore  par  une  autre  méthode  d'une  application  plus  facile. 
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Dans  la  deuxième  partie  de  ce  travail  je  faís  Tapplication  des  resultais  obtenus  dans  la 
première  à  la  théorie  du  développement  des  fonctions  rationnelles  en  série.  Je  retrouve  les 
résiiltats  obtenus,  par  un  autre  voie,  par  M.  d'Ocagae  dans  le  Mémoire  sur  les  suites  récur- 
rentes,  et  je  donne  encore  un  nouvelle  manière  de  résoudre  la  question  quand  le  dénominateur 
de  la  fonction  considérée  a  des  racines  égales. 

La  dernière  partie  de  ce  travail  est  consacrée  à  quelques  applications  de  Tidentité  de 
Gauss  qui  nous  a  servi  de  point  de  départ,  obtenues  en  donnant  des  valeurs  partieulières  à 
a,  b,  c,  .  .  .,  ce  qui  nous  conduit  á  diverses  identités  qui  nous  paraissent  oftVir  quelque  intérêt. 


I. 

Solixtion  dxL  protolème  cie  (iauss  précédemment  énoncé  et  caloixl 
des  fonctions  symétri<iizes  au.x<iuelles  11  coiidixlt. 

1.      Considérons  Ia  fraction  rationnelle 


("-Í)(^-t)(^-t)--- 

En  la  décomposant  en  des  fractions  simples,  on  trouve 

1  X""— 1 


(1)" 


(*-|)(^-t)(^-t)---     (-^-t)(t-t)(Í-t)---  *-^ 

t)  1       ,  (c)  1 


[b         a)\b         cj[b         d)---    ^"       b        [c         aj\c         b)\c         d)     "^        c 
et,  par  conséquent, 


r+- 


1 


(1  —  ax){l  —  bx){l—cx)...        (a  —  6)  (a  —  c){a  —  d)...    1 — ax 
1  1,1  1 


{h  —  a){b  —  c){b  —  d)...     l  —  bx    '    (c  — a)(c  — 6)(c  — d).  . .     1- 


-cx 


ou 


/Qx  '     ^!;il ..      «i       1        Pt       I       Til       1 

^  '^  (1  —  ao;)  (1  —  6a;j  (1  —  cx) . . .        1  —  a«  "*"  1  —  ècc    '    1— ca;  ' 

ou 

1 ,  1 


(a  — òj(a  — c)(;«  — (Z)...   '     "^        (J_a)(6  — c)(è  — d)., 
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ou  encore,  en  développant  les  binômes  qui  entrent  dans  le  second  membre, 

+  i3i  [l  +  bx  +  62aj2  _j.  j3a;3 _^.  _-j 

+  Yl  [1  +  CX  +  C2x3  +  c3x3  +.  .  .] 
+ 

=  So  +  Siíc  +  S2x2  +  . .  .+  Sia!*  +  . .  ., 


ou 


On  a  donc 


Si=a,«'  +  iíi6'-  +  T,c'+.- 


1  ^0       I        °1        I  I     "m— 2 


;-  +  ..•  H h  Sm_i  +  S„,a;  +  S„,  i  j  x-  + . 


(1  — aa;)(l— 6as)fl— cx).  .  .        x'"-'       x" 

Nous  avons  ainsi  l'égalité  au  moyen  de  laquelle  Gauss  obtient  Sq,  Si,  Sj,  .  .  .  Pour  cela, 
il  multiplie  les  dévelopijements  des  binômes 

(1— ox)-',  (1— 6x)-*,  (1— cx)-',  ..., 

qui  entrent  dans  le  premier  membre  de  cette  égalité,  ce  qui  donne  un  résultat  de  la  forme 

Y.aPhic''  .  . .  xí+5+'"+-  •  • , 

et  ensuite  il  égale  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres.   li 
trouve  de  cette  manière 

Sq  =  O,  Si  =  O,  Sa  =  O,  . . . ,  S„_2  =  O,  S^—i  =  1 , 
et,  pour  w  ^  1 , 
(4)  S„,+„_,  =  SiaíZ,3c'-..., 

oíi  le  signe  Si  s'étend  aux  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  1'équation 

P  +  í  +  ''  +  - .  •=«. 

2.     Supposons  maintenant  que  a,  h,  c,  ...   soient  les  racines  d'une  équation  algébrique 
donnée 

x'"+pix'"-*+^2X"'-*  +  . ,  .-\-pm  =  0, 
VOL.    II  KK 
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et  que,  par  conséquent,  on  ait 

{5)  (1— aa3)(l— &k)(1— c£c). .  .=  l+p^x+p2X-  +  .  .  .+j>,„a;'". 

On  peut  alors  exprimer  S„,^„_i  en  fonction  de  pi,  p^,  .  . . ,  p,„  au  moyen  des  théorèmes 
généraux  de  la  théorie  des  íonctions  symétriques ;  mais  il  est  préferable  d'employer,  pour  ce 
but,  une  formule,  analogue  à  celle  donnée  par  Waring  pour  le  calcul  de  la  somme  des  puis- 
sances  de  même  degré  des  racines  de  Téquation  considérée,  que  nous  allons  démontrer. 

Pour  cela,  remarquons  premièrement  que  Sm_i_„_i  étant,  comme  on  a  vu,  le  coefficient 
de  «'"+"—'  dans  le  développement  de 


(1  —  ax)  (1  —  bx)  (1  —  cx)  .  . 


eu  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x,  cette  somme  est  aussi  le  coefficient  de  íc"  dans 
le  développement  de 


(1  —  ax)  (1  —  bx)  [1  —  ajc). . . 

suivant  les  puissances  de  la  même  variable. 
On  a  donc 

oii 

y  =  {l  —  ax)—^  (1  — Ò£c)-'  (1  —cx)-* .  .  . 

En  appliquant  maintenant  la  formule  suivante,  bien  eonnue,  qui  donne  la  dérivée  d'ordre 
n  de  la  fonction  o  {u),  par  rapport  à  x,  quand  u  est  une  fonction  de  x  donnée : 

/A)  ^  =  v ^ 

dx"  a!,3!...)Jí'2!)P(3!)^. ..(«!/ 

à  la  fonction 

(f[u)  =  y  =  u—*,     w  =  (1  —  ax)  (1  —  bx)  (1  —cx).  .  . , 

on  trouve,  en  ayant  égard  à  Fidentité  (õ), 

Kdx^J^o     ~^       '        a!p!f!...X!     ' 
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oíi  le  sigue  2  s'étend  à  toutes  les  solutions  enlières,  positives  ou  nulles,  de  Téquation 

et  oíi  i  est  donné  par 

Nous  avons  donc  la  formule 

i !  j/f  »? p].  ■  ■  p 

que  nous  nous  proposions  de  trouver. 
En  posant 

f  (x)  =  (x  —  a)  (x  —  h)  (x  —  c) .  .  .=  X"'  -j-piX""-^  -!-i>2«"'~-  +  •  ■  •  +Pm > 

on  peut  encore  écrire  cette  identité  de  la  manière  suivante : 

(8)  { 

[  ~^       '      cí!,3!y!.../.! 

3.  Nous  allons  maintenant  calculer  la  somme  ^u,  quand  k  est  un  nombre  négatif  quel- 
conque,  et,  pour  cela,  nous  partirons  encore,  comme  dans  le  eas  précédent,  de  la  formule  (3), 
qui  donne 

^^ =_«,  n +j_-i__j_u-    1 

(1  —  ax)  (1  —  hx)  (1  —  cx). .  .  Vax        a-x^    '    a^x'^    '    ' '  '  J 

~ '^' L  ^  "^"PÍ2'  +  T3^+ •  ■ -J 

.    r  1    4-     1     4-     1     ^        1 
I    cx        c-x^        cV  J 


X  x-  x"  J 


ou 

S_„  =  «ia—  +  Pi6-'  4-  Y1C-"  + .  . . , 
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et,  pai'  conséquent,  en  y  posantíc  =  — , 


(9)       , -. ^. ^ =  -[S_,  +  S_2z+...  +  S_„2«-'  +  ...]. 

(z  —  a){z  —  6)  (z  —  c) . . . 

Nous  avons  donc 


S_n=  ■ 


d»-i[(z-a)(z-b)(z-c)...]-n 


Mais,  en  appliquant  la  formule  (A)  aux  fonctions 

tp  (?{)  =  ?(—*,     u  =  (z  —  a)(z — ò)(z  — c). . ., 
et  en  remarquant  que 

{z-a)(z--b)(z-c)...=  z'"  +piz"-i  +^23"*--  + .  .  ■  +Pm  , 


on  trouve 


i \d--^\{z-a){z-h){z-c).  .  .\-^-\       _v.     IV 

-1)!L  rfz"-'  Jz=o      "^       ' 


í'-pI-ípL,---KpI 


(n— 1)!L  rfz"-'  Jz=o      "^       '        i?^+'a!p!...X! 

oupo=l. 

Donc  on  a  la  formule  cherchée 

ou  la  somme  £  s'étend  à  toutes  les  solutions  enticres,  positives  ou  nulles,  de  Téquation 

a  +  2p  +  37  +  ...  +  niX  =  w— 1, 
et  ou  i  est  donné  par 

L'équation  qu"on  vient  de  trouver  peut  être  encore  écrite  de  la  manière  suivante : 


28Õ 


Á  ce  qui  precede  nous  ajouterons  encore  que  de  la  formule  (9)  resulte  la  suivante: 


S_i  +  S_2  3+.  ..+  S_„; 


.1-1. 


1  _i.)-'(l  __!)-'(,  _i^- 


abe . . . 


(-1) 


,m+í    |-  2  Z*  z3 


1  +  — +  ^  +  ^  +  .. 


aèc.  .  .     L         a        á^       a 


xri+--+— +--^ 


X 


qui  donne 

C_  1)'"+! 

OU  le  signe  Si  s'étend  aux  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  1'équation 

p-{-  q-\-r-\- .  .  .  =  n  —  1. 
Cette  formule  peut  encore  être  écrite  de  manière  suivante : 
(12)  S_„  =  (-  1)"'+'  li  a-P'  h-f  c-"-'  . . . , 

oíi  p',  g',  r',  .  . .  représentent  les  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  l'équation 

p'  -\-^  -\-r'  -{-.  .  .  =  n-\-m—l. 
4.  Considérons,  en  particulier,  le  cas  ou  la  fonction  (5)  est  pair.  Alors  ou  a 

^1=0,      ^3=0,      jU5=0,   ..., 

et  la  formule  (7)  se  réduit  à  la  suivante : 

i\pf,pl  . .  .pl^ 

(13)  s„,.^„_,=i:(-iy — ~j—^-J!i-, 

oíi  [5,  «5,  . . . ,  X  représentent  les  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  Téquation 
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et  oíi 

i=^  +  3+...+l. 
II  resulte  de  cette  formule 

Sm-[-Jl— 1  =  O, 

quand  n  est  un  nombre  impair. 

On  a  aussi,  puisque  m  est,  par  liypotlièse,  un  nombre  pair, 

(14)  s_,.^i(-i)-+^^7^^;:;---^^, 

ou  p,  8,   ...,>.  sont  les  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  l'équation 

■p  +  28+...  +  |.^  =  ^, 
et  ou 

5.  La  fonction  symétrique  qui  figure  dans  le  problème  de  Gauss  qui   a  óté  le  point  de 
départ  de  ce  travail,  coincide,  comme  on  a  vu  précédemment,  avec  la  fonction 

^laThie  .  .., 

ou  Si  s'étend  aux  solutions  eutières,  positives  ou  nulles,  de  l'équation 

p-\-q  +  r-\-...=  n. 

Cette  fonction  est  un  eas  partieulier,   torrespondant  à  |i  =  1,  v  =  1,  .  .  . ,   de   la  suivante, 
appelée  par  Wronski  fonction  aleph : 

(15)  ■      s;=s.(i^+^^-i)(^+pi)...«..,c-..., 

qu'on  est  ainsi  amené  à  étudier,  et  dont  nous  allons  uous  occuper  maintenant. 

6.  On  trouve  facilement,  en  premier  lieu,  que  la  fonction  S„  coincide  avec  le  coefScient 
de  X  dans  la  développement  de  Ia  fonction 

(1  -  «.r)-f'  (1  —  5a;)-''  (1  —  cx)-' . . . 
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en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x^  et  qu'elle  peut  être  calculée  au  moyen  de  la 
formule  antérieurement  employée  pour  le  calcul  de  la  fonction  Sm^.,,—! ,  en  supposant  qu'on 
ait 

(16)  (í-axf{l-hxy.  ..  =l+/>ix-|-páX-  +  ...+i?mX"'. 

En  effet,  eette  dernière  identité  donne  la  suivante: 


") 


[1  +piX+piX^  +  ..  .  +  p„x'"]-^  =  (1— ««)-;'•  {]—bx)-''.  . . 


dont  on  tire,  en  égalant  les  coefficients  de  aj''  dans  le  preraier  et  dans  le  second  membres  et 
en  posant,  comme  antérieurement, 

y  =  [1  +i^i«  +PiXi  + . . . -f  p„, a,'"']-*, 
le  résultat  cherché : 

\       p        )\       q       J  nlKdx"/,^ 


(17) 


''■•P,  Pi-  ■  -P 
"^      ^       al^[...\\ 


qui  coincide  avec  celui  qui  a  été  obtenu  par  M.  d'Oeagne,  au  moyen  d'une  analyse  différente, 
aux  n."^  4  et  7  de  son  Mémoire  sitr  les  suites  récurrentes. 

7.     La  formule  (17)  determine  la  fonction  SJ,^  quand  sont  donnés  les  quantitós  pi,  jp-2,  .  •  • , 
Pm.  En  la  comparant  à  celle  de  Waring: 

Ís„  =  a«  +  6"-f  0"  +  .  .  . 
^     ^^  a!p!...X! 

oii  a,  p,  .  .  .,  \  sont  les  solutions  fntières,  positives  et  nulles,  de  Téquation 

a  +  2?  +  3-í+...  +  «a=H, 
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et  ou 

í  =  «+,3+...  +  X, 

on  arrive  à  une  conclusion  importante  pour  le  calcul  des  fonctions  considérées. 
II  resulte,  en  eíFet,  de  ees  deux  formules  que,  si 

est  un  terme  de  Texpression  de  s,,^  il  existe  dans  Texpression  de  Si,  le  terme  correspondant 

(a  +  ^+...  +  -k)Aplpl..pi, 

et  que  le  nombre  des  termes  i^ui  entrent  dans  les  deux  expressions  est  le  même. 

On  peut  donc  déduire  l'espression  de  S|,  de  celle  de   s„  en  multipliant  chaque  terme  de 
celle-ci  par  son  degré  et  en  divisant  le  résultat  par  n. 

Ainsi  des  foi"mules  connues: 

Si  =—pi, 

Si=p'',  —  2pi, 

«3  =  — ^?  +  Spip.2  —  5p3, 

«4  =  i>5  —  4p?p.2  —  4  p,^3  +  2pl  —  4  Pi, 


on  tire  immédiatement  les  suivantes : 

lS-2=J9l— /)2, 

(19)  {s;  =  -p^  +  2p,p,-p„ 

Si  -=1^1  —  Splp.,  +  2piP3  +pl  —pi, 


8.     En  se  basant   sur  le  remarque  qu'on  vient   d'employer   pour  écrire   immédiatement 
ces  dernières  formules,  on  peut  aussi  déduire  immédiatement  de  la  formule  connue 


„=S  (_1)'_S>^  p^  ...p,  . 
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ou  S'  represente  une  somme  qui  8"étend  aux  solutions  entières  positives  de  réquation 

Ia  formule  suivante : 

(20)  S„='Í"(-l)'S>,^^i,^^...p^^, 

démontrée  par  M.  Cesàro  d'une  manière  différente  en  un  article  publié  aux  Nouvelles  Annales 
de  Mathêmatiques  (3.^  série,  t.  IV,  pag.  67). 

Cette  dernière  formule  montre  que  les  fonctions  considérées  sont  comprises  dans  la  classe 
des  fonctions  appelées  par  M.  Cesàro  isuhartques,  lesquelles  cet  illustre  géomètre  a  étudiées 
en  divers  travaux  publiés  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathêmatiques  et  dans  le  Journal 
de  Battaglini. 

O.     Nous  allons  étudier  maintenant  la  question  inverse  de  celle  qu'on  vient  de  considérer, 
à  savoir :  détei-miner  ^i,  pi, p^,  ■  ■  ■, 2>m)  quand  sont  données  les  quantités  Si,  Sj,  S3,  . .  . ,  S^. 
On  résout  immédiatement  cette  question  en  partant  de  d'égalité 

y-i  =  l+_p,x+F2a;"  +  ...+i'm  a;-"  =  [1+S;  33  +  82x2  +  ...]-», 
qui  donne 


^'-fciV  d^  ) 


> 

05=0 


et,  par  conséquent,  en  appliquant  la  formula  (A), 


^ 


(21)  p,^^{-\)'.- 


!S;«Sl3...S'^ 


"1    "i 


1 


a!,3!...X! 

oíi  le  signe  S  s'étend  à  toutes  les  solutions  entières,  positives  ou  nulies,  de  Téquation 

a  +  2j5+...H-A;/.  =  /.-, 
et  ou 

i  =  a+P  +  ...  +  X. 

En  comparant  cette  formule  à  la  formule  (17),  on  conclut  ce  résultat,  bien  connu;  on 
passe  des  expressions  qui  donnent  Si,  Sá,  •  •  •,  Sm  en  fonction  Aq pi,  pi,  . . .,  p,,,  pour  celles 
qui  donnent  ^^i,  F-)  ■■•>?'•>  ^n  fonction  de  Si,  Sj,  ...,  S'„,  en  échangeant  entre  elles  ces 
quantités. 
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IO.  On  peut  aussi  tirer  immédiatement  les  expressions  qui  donnent ^Ji,  p^,  . .  .,  p^  en 
fonction  de  Sj,  Sá,  . .  . ,  S^  de  celles  qui  donnent  pt ,  p-2,  .  . . ,  p,,,  en  fonction  de  sj,  sg)  •  ■  • ,  s,„. 
En  effet,  en  comparant  la  formule  suivante,  troiivée  par  Waring: 

(22)  2'*  =  S(-1)'  •   ^"'  " 


l«2^..m^.a!p!...X! 

oii  a,  p,  ...,>.  représentent  les  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  Téquation 

«  +  2P  +  3Y+.  ..  +  A;>i  =  í;, 
et  ou 

à  la  formule  (21),  on  voit  qu'on  passe  de  chaque  terme  de  la  première  au  terme  correspon- 
dant  de  la  deuxième  en  remplaçant  si,  sj,  si,  .  .  .,  s,„  par 

Si,  2S2,  3S3,  . .  .,  wS„,, 

et  en  multipliant  ensuite  son  coefficient  par  í'!,  i  étant  le  degré  du  terme  de  (22)  consi- 
dere. 

Ainsi,  par  exemple,  on  passe  de  I'expression  connue 

i'4  =  4!  ■<- 4- '' '- +  "3" '' '^  +  T '' ~  T '' 

à  Texpression  de  pi  en  fonction  de  Si,  Si,  S3,  S4,  en  multipliant  les  termes  de  la  première 
respectivement  par  4!,  3!,  2!,  2!,  1  et  en  remplaçant  si,  sa,  «3.  «i  par  S'i,  2S2,  3S3,  4S'4,  ee 
qui  donne 

Pí  =  s\'-  3S^  s, + 2s;  S3 + s,^  -  s.; . 

11.  La  méthode  qu'on  vient  d'employer  pour  calculer  la  fonction  SJj  peut  être  remplacée 
par  une  autre  de  plus  facile  application,  quand  tous  ou  quelques  uns  des  nombres  n,  v,  . . . , 
dont  dépend  cette  fonction,  sont  supérieur.s  à  1'unité,  comme  on  va  voir.  Considérons  première- 
ment  le  cas  ou  tous  ces  nombres  son  égaux  à  un  même  nombre  h,  et  posons 


S..  =  S.('^+J-l)(^  +  ?-l)...a.6.c'-., 
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On  a  alors 

3^=  [1  +J)lX  +pix'-+.  .  .+p,nX'"]-* 

=  (1  — aa;)-''(l  — òar)-*.  .  .=  [1  i- p\x  +  p'íx- + .  .  .+i>;,>«]-*, 
oú  m  =  h(o,  et 

En  appliquant  maintenant  la  formule  (A)  aux  fonctions 

0 

(p  (w)  =  y  =  w-*,     ií  =  1  +p\x  +  ..  .  +p'„,x'" , 
on  trouve,  pour  le  calcul  de  S* ,  la  formule  suivante : 

1  .    {i-Yh-l)\p'^p}...pl 

ou  le  signe  ÍI  s'étend  aux  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  réquation 

«  +  2p  +  3T+...-i-coX  =  n, 
et  oú 

Cette  formule  determine  S*,*'  en  fonetion  de  p\,  p'-2,  . . .,  p[^  et  elle  est  de  plus  facile  appli- 
cation  que  la  formule  analogue  (17),  qui  donne  S;,*"  en  fonetion  de^i,  pj,  .  . .,  p„,  puisque  co 
est  plus  petit  que  m. 

12.     Les  fonctions  Síf',  qu'on  vient  de  considérer,  peuvent  être  calculées    d'une  manière 
analogue  à  celle  qu'on  a  employée  au  n.°  7  pour  calculer  S„,  comme  nous  allons  faire  voir. 
En  comparant,  en  effet,  les  formules 

S<')  =  vc_iy. 1}^ £íí., 

(i+l)!^;^;?...^'^ 
'  ~^^     ^  a!p!...X! 

qui  résultent  de  (23)  en  y  posant  A  =  1  et  ^  =  2,  on  voit  qu'on  peut  déduire  Texpression  de 

» 
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S;f*  en  fonction  de  p'i,  pá,  •  •  •  j  p[u  de  celle  de  SI''  en  multipliant  chaque  terme  de  la  dernière 
par  son  degré,  augmeiíté  d'ime  iinité. 

Mais,  d'un  autre  côté,  on  voit  que,  quand  h  =  l,  les  quantités  m,  pi,  p-2,  .  .  .,  j?,„  coínci- 
dent  avec  co,  p'i,  p-i,  . . .,  p[^^,  et  Si,  coincide  avec  S^". 

Donc,  on  peut  déduire  des  formules  (19)  les  suivantes,  en  remplaçant  dans  les  premières 
pi-,  í>2,  .  •  •  par^í,  jpá,  ...  et  en  multipliant  ensuite  chacun  de  leurs  termes  par  son  degré, 
augmenté  d'une  unité: 

Sf=-2pi, 

S?'  =  -4p?  +  6p,>.;-2i,3, 

Sf  =  bpí  -  12pcp-,  +  C,p[p,  +  ipi  -  2p:, 


On  voit  aussi,  au  moyen   de  la  formule   (23),  qu'ou   peut  déduire  Texpression  de  S;,"   de 
celle  S^*"""  en  multipliant  chaque  terme  de  la  deuxième  par 

a  +  P+...  +  X  +  Ã  — 1 

En  nous  basant  sur  la  même  remarque  nous  pouvons  déduire  immédiatement  de  la  for- 
mule (20)  la  suivante: 

Sf  ='?(-!)' (í+  1)S>'^^pV^^.  .  .p',^, 
oú  r,,,  r,.j,   .  .  .,  r,í  sont  les  solutions  entières  positives  de  Téquation 

"'ÍI+-/Í-2  +  -   •   ■  +  '1í  =  «. 

En  continuant  de  la  même  manière  on  obtietit  la  formule 

(24)  sr  =  '?  (- 1)^   (^+l)(^+'i)...(^  +  /.-l)  , .        , 

^    '  (=1  Oi  —  1) !  ''i    ''2      -^  ^< 

laquelle  fait  voir  que  toutes  les  fonctions  íS,.''  sont  isohanques. 

13.     La  question  qui  a  pour  but  de  déterminer  pi,  p),,  .  ..,  p\^^,  quand  les  quantités  S",'", 
Ss",  S3",  . .  .,  S'*'  sont  données,  peut  être  résolue  facilement,  en  procédant  comme  au  n."  9. 
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En  partant,  en  effet,  de  Tidentité 

et  en  remarquant  qiron  a 
on  trouve 

ou  a,  p,  Y,   •••,  ''  représentent  les  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  réquation 

a  +  2|5  +  3T+...+  H  =  fc, 
et  ou 

i-  =  «+p  +  Y+...  +  X. 

14.     On  a  vu,  au  n."  11,  que  les  fonctions 

s-.=&("+;-')C+í-i)...«n. .-..., 

OÚ 

P  +  q+r  +  .-.^n, 

peuvent  être  calculées  au  moyen  do  la  formule  (23),  quand  tous  les  nombres  ^j,  v,  ...  sont 
égaux  <à  un  même  nombre  h.  On  a  vu  aussi,  au  n.°  12,  que  les  mêraes  fonctions  peuvent 
être  calculées  en  déduisant  celles  qui  correspondent  à  A  =  1  des  expressions  des  sommes 
«1,  «2,  S3,  .  .  .,  donées  au  n."  7  (en  y  remplaçant  d'abord  pi,  p^,  ps,  .  .  .  par  pi,  p^,  p^,  .  . .), 
celles  qui  correspondent  à  ã  =  2  de  celles  qui  correspondent  à  A=],  etc.^  au  moyen  d'une 
règle  analogue  à  celle  qu'on  emploie  pour  fornier  les  dérivées  successives  des  fonctions  en- 
tières. Nous  allons  maintenant  considérer  le  cas  oii  tous  ou  quelques  uns  des  nombres  |i,  v,  .  . . 
son  diffcrciits  et  dcmontrer  que,  dans  ce  cas,  les  sommes  SI,  peuvent  être  représentées  par 
des  fonctiiins  des  precedentes. 

Mai-,  avant  cela,  il  nous  faut  completer  une  notation  employée  antérieurement.  Xous  re- 
pré.senterons  pir  S*  pi]  la  fonction 


^.(*+r')CT')--<'''' 
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oú 

p-\-q-^r  +  .  .  .  =  71, 
qui  correspond  au  polynôme 

M=l  +  qix  {■  qiX- -{- .  .  .=  (1  —  aix){\  —bix){\—cix). . ., 

et  qui  represente,  par  conséquent,  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement  de  jM~*. 
Cela  pose,  si  lon  represente  par  y  la  fonction 

^  =  [1  +  pix  +  p-2X^ -{- . .  •  +  í'm »"*]"', 
on  a  (n."  6) 

Pour  trouver  la  dérivée  qui  entre  dans  cette  égalité,  décomposons,  au  moyen  de  la  théorie 
des  racines  égales,  jr^*  de  la  manière  suivante: 

2r'  =  M''N*P'..., 

M,  N,  P,  ...  étant  des  fonctions  entières  de  x,  telles  que  les  équations 

M  =  0,     N  =  0,     P  =  0,  ... 

ii'aient  que  des  racines  simples,  et  ensuite  décomposons  y  de  la  manière  suivante: 

_  1  ^  ^i(x)       (Dtjx)  _j_  g3  (a;)    . 

^~M*N*P'...~    M*    "*"    N*      •      P'    +••■' 

ou  'fi  (ai),  <0i  (x),  (p3  (x),  .  .  .  représentent  des  fonctions  entières   de  x,  qu'on   sait   déterminer 
(Hermite :  Cours  d'Analyse  de  1'Ecole  Polytechnique,  pag.  266). 
Développons  maintenant  M~*,  N"*'',  P~'  . . .,  ce  qui  donne 

M-*  =  1  +  Sf  [M]  X  +  Si'»  [M]  x*  +  Sí>  [M]  2!^ +.  •  • 
N- ^- =  1  +  S'*>  .[N]  a;  +  S^*' [N]  íc*  +  S?' [N]  a;3  + . . . 


multiplions  ensuite  ces  séries  respectivement  par  si  (x),  tp2(x),  93  (x),  . .  .,  ordonnons  les  pro- 
duits  suivant  les  puissances  de  x  et  additionnons  enfin  les  résultats.  Le  coefficient  de  x"  dans 
la  série  qu'on  obtient  de  cette  manière  represente  SJ,. 


295 


L'expression  qu'on  obtient  a  Ia  forme  suivaate: 

S;  =  Mo  +  M,  Si"»  [M]+ . . .  +  M„  S:-  [M] 
+  N,Sf>  [N]+...  +  N.S*[N] 
+  P.S',"  [P]+...  +  P„S*[PJ 
+ 

Elle  est  linéaire  par  rapport  aux  fonctions 

S«  [M],     S?>  [M],  . . . ,     S*  [N],     Si"  [N],  . . . , 

et  résout  Ia  question  preposée,  puisqu'on  sait  calciiler  ces  quantités  au  moyen  de  Ia  formule 
(23)  ou  au  moyen  de  Ia  méthode  donnée  au  n."  12. 

15.     La  question  qa'on  vient   de  considérer  peut  être  encore   résolue   par   une   méthode 
diíFérente,  que  nous  allons  indiquer. 
Soit  encore 

y-i  =  M*N*F... 

et  formons  Ia  dérivé  d'ordre   n  du  produit  M"*  N"*  P~'  ...    au  moyen  de  Ia  formule   de 
dérivation  de  Leibnitz.  On  trouve 


'-HM . 


p\q\T\. . . 

p  +  y  +  r  +  .  .  .  =  n 


Mais  on  a 


Donc 

(26)  S;  =  SS*[MJSf  [N]S<'>[P]..., 

oii  2^  <1>  >%  •  ■  ■  représentent  Ie3  soIutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  Téquation 

p-\-q-\-r-\-.  ..  =  n. 
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Cette  formule  résout  la  question  considérée,  niais  le  résultat  auquel  ou  arrive  n"est  pas 
linéaire,  comme  Texpression  obtenue  par  la  raétliode  antérieure,  par  rapport  à  Sp^fM], 
S*  [N],  ....  Elle  coincide  avec  une  formule  donnée  par  M.  d'Ocagne  dans  Tun  des  intéres- 
sants  articles  qu'il  a  publié  sur  les  fonctions  alephs  (2\ouveUes  Annales  de  MatMmatíques, 
3.^  série,  t.  v,  pag.  258)  et  ensuite  dans  son  Mémoire  sur  les  suites  récurrenies  (n.°  10). 

16.  Aux  deux  méthodes  qu'on  vient  de  donner,  pour  le  calcui  de"  la  fonction  symétrique 
Si,,  nous  allons  joindre  encore  une  autre,  de  nature  différente,  en  faisant  connaítre  une  for- 
mule au  moyen  de  laquelle  on  calcule  directement  ces  fonction. 

Je  considere,  pour  cela,  la  formule  suivante.  que  j'ai  démontrée  dans  mon  Curso  de  Ana- 
lyse  [Calculo  differencial^  o.^  éd.  pag.  232): 


_  V 


dny      ^)a!p!.../.!x«'!P'!...X'!x...     ôííI  6mí  . 


^^"^  '  '     Y(  uiy?  í  ?í',">  \  >.         /    ,  \  c<' /  M2  \  P'  / Xlf  \  ^' 


"i"-;  I2T;  ■•■\ni)  ^K'')  V2t;  •••u;  "•••^ 

qui  donne  la  dérivée  d'ordre  n  de  y  par  rapport  à  a;,  quand  y^-^{iíi,  w-i,  .  . .)  et  mj,  u-i^  . 
sont  des  fonctions  de  x;  et  je  Tapplique  aux  fonctions 

y  =M-''N-*P-'... 

Ml  =  M  =  1  +  j,a;  +  ç^aa;^  +. . .+  g-ucc", 

M2  =  N  =  1  ~\-riX-\-  r-2x'^-\-.  .  .-l-r^a", 


En  posant  ensuite  «  =  0,  je  trouve  la  formule  suivante  r 

í{-lY+'+-h(h-l)...{h-{+l)xk(k-l)...(k-j+í)x... 
.„.  .,      J  =!,6!...X!x«'!p'!..A'!x... 

(x  q1  gt  .  .  q]>cr'f7-l'.  .  .  7-}'  x..  ., 

ou  le  signe  S  s'étend  aux  solutions  entières,  positives  ou  nuUes,  de  Téquation 

a-f  2|"3  +  ..  .  +  íd  +  a'  +  2|5'...  +  í;X'  +  ...  =  j2, 
et  oíi 

t-=a  +  P  +  ...  +  X,    J  =  «'  +  p'  +  ...+  X',  ..  ,, 

qui  résout  la  question  considérée. 
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17.     Les  quantité9  que  nous  avons  représentées  par  S^'  au  n."  11   peuvent  être  expri- 
mées  par  des  fonctions  entières  des  quantités  S*,",  Si",  Sá" ,  . . . ,  eomme  on  va  voir. 
En  efFet,  Tégalité 

y=\[{l  —  ax){l-bx){í—cx)...]-i\'' 
=  I  1  +  S',"  x  +  Si"  a;2  +  Sá"a;3  +  . . .  jA 

donne,  en  lui  appliqiiant  la  formule  (A), 

■d'>y\  ^  n!;t(Ã-l)...(Ã-i  +  1)[Si"/[Sy']^.. 


=  V 

áa;"/^0      "  a!  pi  7!... 

ou 

et  oíi  X,  ,3,  Y,   •  •  •  représentent  les  sohitions  entières,  positives  ou  nulles,  de  réquation 

«  +  2|S  +  3Y+...  =  n 

qui  donnent  pour  i  valeurs  inférieures  à  h. 
On  a  donc 

(^^^  ^-=-' a!,3!T!..: 

Malgré  cela,  11  convient  de  considérer  toutes  les  fonctions  SJ,*',  quelque  soit  h,  comme 
élements  primordiaux  pour  !e  calcul  des  fonctions  symétriques  considérées,  puisqu'on  peut 
calculer  toutes  ces  fonctions  avec  égale  facilite  au  mojen  de  la  formule  (23),  ou  les  déduire 
de  la  fonction  s„  par  la  méthode  donnée  aux  n.°  7  tt  12. 

18.  Nous  avons  vu  au  n."  .3  que  ie  problème  de  Gauss  mène  aussi  h  considérer  la 
fonction  symétrique 

Hl  a-P  b-1  c-""  . . . , 
ou 

p  +  q  +  r  +  ...=.n, 

laquelle  peut  être  calculée  au  moyen  des  formules  (10)  et  (11),  quand  est 

{í—ax)(l—bx)(l—cx)..  .=  1  +p^x+2^i^^  +  •  •  ■+I>mX'". 
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Cette  fonction  est  un  cas  particulier  de  la  suivante: 

s^.-.rr')C"r')-— -. 

qui  ne  diffère  pas  de  celle  qu'on  a  étudiée  aux  n."^  aatéi-ieurs  par  sa  nature,  mais  seulement 
par  le  remplacement  de  a^  h,  c,  .  . .  par  «~',  i""*,  c"~',  ... 
Pour  la  calculer,  quand 

(1  —  axf  (1  —  Ixj' . .  .  =  1  +  pi£c  +2J2a;^  + . .  .  +  l'míc'" , 
il  suffit  de  remarquer  qu'on  a  alors 

n\\ dx" / x=o 

ou 

X  \  — H  f^       .-c  \  —  V 
T 


2,=  (1__)     ■   (1 


L  Vm  Pm  Pm  -i 


JPm  Jpm  Pv 

Donc  on  trouve,  en  procédant  comme  au  n.°  6, 

ou  S  s'étend  aux  solutions  entiures,  positives  ou  nulles,  de  1'équation 

a  +  2p+...  +  »a  =  n, 
et  ou 

i=a  +  p+.. .  +  •/.,     Po  =  l. 
En  posant 

«-■=^'("T')("'r')-— '-. 

ou  trouve  de  la  même  manière 
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ou 

«  +  2p+...  +  cuX  =  Ji^ 
quand 

(1  —ax){í  —bx){l—cx)...=  l-rj>'ix  +  . .  .+p[„x<o 

et  m  =  h(a. 

II  est  facile  de  voir  qu'on  peut  déduire  rexpression  de  S'_„ ,  en  fonction  de  p^,  pm-i,  ■  ■  ■, 
de  celle  correspondante  de  s_„  et  Texpression  de  S*,  en  fonction  de  p\,  pi,  .  . .,  de  celle  de 
S'^"  au  moyen  des  régies  employées  aus  n."*  7  et  12  pour  le  cas  des  fonctions  S,',  et  S;,'". 

II  est  aussi  facile  de  voir  que,  quand  les  entiers  jx,  v,  ...  ne  sont  pas  tous  égaux,  on 
peut  calculer  SI,  au  moyen  des  formules  qui  résultent  de  celles  données  aux  n."'  14  et  lò, 
en  remplaçant  les  Índice  n,  p,  q,  r,  .  .  .  de  S  par  —  n,  — p,  —  q,  —  r,  .  .  . ,  ou  au  moyen  de 
la  formule : 


(-iy+j+--  hih-l). .  .(h-i+l)xk{k-l). .  .(k-j  +  l)x. . 


^.         ^}  2Í,rí:...x«:|B!...>Jxa'!F;'!...X'!x.. 

ou  3'o  =  l.  '0  =  1'  ••• 

a+2?  +  .  .  .+  ">^-r«'  +  23'+.  .  .  +  t;X'+.  .  .  =  «, 
et 

i=a+?^...-fX,    ;  =  a' +  ?'+... +  X',.-. 


IL 


AppHoatioii  au  cléveloppement 
des  fonotioias  ralionnelles  ©n  série. 


I».     La  doctrine  qu'on  vient  d'exposer  a  une  immédiate  application  dans  la  théorie  des 
séries  récurreutes. 
Soit 

^  (f(x)  _  Aq  +  Aia;  +  ■  ■  •  +  A^-i  x"'-'- 
^ ~  (|; (íc)  ~  1  +pix  +p2x'^  +  ...  +jp,„a;"' 

une  fonction  rationnelle  donnée.  Son  développement  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  X  est  donné  par  la  formule  connue: 

■ff  =  KQ  +  K^x  +  K.x'-+...  +  KnX''  +  ..., 
oh. 
(30)  K„  =  Aq  S^  +  Al  S;,_i  +. . .  +  A,„_i  S„_„,_|_i , 

comme  on  le  voit  facilenient   en  inultipliant  le  numérateur   de   la  fraetiou  considérée   par   le 
développement  (n."  6) 

[l  +p^x+. .  .+p„,,x-']-i  =  Í  +  S\x  +  S.2x''  +  ... 

Les  valeurs  des  quantités  Si,  S^,  S3,  ..  .,  qui  entrent  dans  ces  formules,  peuvent  être 
calculées  au  moyen  de  la  formule  (17),  employée  par  M.  M.  d'Ocagne  dans  son  Mémoire  sur 
les  suites  r-écurrentes,  dont  on  a  fait  déjà  mention,  ou  par  la  règle  que,  pour  le  même  hut, 
nous  avons  proposée  au  n."  7. 

20.     Considérons  maintenant  la  question  inverse  de  la  precedente. 
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En  égalant,  pour  cela,  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres 
de  Tidentité 

Ao  +  Aia;  + . . .  +  A„,_,  o;'"-' =  (1  +  í>iíe  + . . .  +  j5„.  x" ) 
x(Ko  +  Kia;  +  K2a;2  +  . .  .+  K„a5"  +  . .  .), 

on  trouve  les  équations 

fKo  =  Ao, 

,„,,  )K,+^,Ko  =  A,, 

^    '  \ 

'K„_t+_piK„,_2+p2K„,_3-f. .  .  +  />„,_!  K^i  =  A,„_i; 

et  la  sui vante: 

(32)  Km_|.„+piK„4.„_i+iJ2K„,4-„_2  +  . .  .-f-p„,K„  =0. 

Si  on  donne  donc  les  valeurs  de  K^,  Ki,  K2,  . .  .,  K„,_i  et  la  relation  (32)  ou,  ce  qui  est 
la  même  chose,  réchelle: 

{l>i,p-2,  ..-,  Pm) 

de  la  série,  on  peut  écrire  immédiatement  sa  function  génératrice,  puisque  les  coefficients  de 
son  numérateur,  Aq,  Ai,  . . .,  Am_ij  sont  donnés  par  les  formules  (31)  et  son  dénominateur 
est  le  polynôme: 

l+pix  +  ...+pmX"'; 

ensuite  la  formule  (30)  determine  le  coefficient  du  terme  general  de  la  série. 

On  peut  encore  énoncer  ces  resultais  d'une  autre  manière. 

En  posant,  en  efifet,  «  =  1,  on  voit  que,  quand  il  sont  donnés  les  vi  premiers  termes  d'une 
suite  récLir rente : 

Kq,  Kl,  ...,  K„,_i,  K„, ,  K,„+i,  ... 

et  réchelle  (pi,  pi,  ....  p,,,),  on  determine  Vintégrale  K„  de  la  suite  au  moyen  de  la  formule 
(30);  la  somme  de  la  série: 

V+Ai-K. .+  A„,_, 


est  aiors  i''gale  à 


1  +Pl  +P3  +  •      .  +  p„ 
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Nous  ajouterons  encore   que  cette  dernière   série    est  convergente  quand,  poiír  £c=l,   la 
fonction  y  est  développable  en  série  convergente ;  ce  qui  a  lieu  seulement  quand 

|a|<l,     |6|<1,     |c|<l,  ... 

a~',  6~*,  c~',   ...  étant  les  racines  de  l'équation: 

On  trouve  ces  résultats  dans   le  Mémoire   de  M.  d'Ocagne  précédemment  mentionné,  oíi 
ils  sont  obtenus  par  une  voie  diíFérente. 

21.     Tout  ce  qu'on  vient  de  dii'e  aux  n."*  pi"écédents  a  lieu  quand  les  racines  de  Téqua- 
tion : 

1  +29i.r -f^jíc-  +.  .  .  +  p,„x'»  =  0, 

appelée  par  Lagrange  génératrice,  sont  inégales  et  quand  elles  sont  toutes  ou  quelques  unes 
égales.  Mais,  dans  ce  dernier  cas,  on  peut  résondre  les  questions  considérées  por  une  autre 
métliode  que  nous  allons  indiquer. 

Considérons  premièrement  la  fonction  rationnelle  : 

ou  m  =  hu). 
Puisqu'on  a 

(1  +p\x+i/,x^~+. .  .+^;,x-)-*=  1  +  S',*>  x+Sí^x^  +  . . ., 
on  peut  alors  déveiopper  y  au  moyen  de  la  formule: 


ou 


K;r  =  A„  S;,"'  +  A ,  S,?l,  + . . .  +  A„_.  Sw 


S'l'\  Sj",  etc.  représentant  les  functions  symétriques  définies  au  n."  11,  qu'on  peut  calculer 
ail  moyen  de  la  formule  (23)  du  n.°  11,  ou  par  la  rcgle  donnée  au  n."  12,  qui  les  détermi- 
nent  en  fonction  de  p\,  p.i,  ps,  . .  • ,  p,„  . 

On  peut  calculer  aussi,  au  moyen  de  cette  formule,  Vintégrale  de  la  suite  récurrente.  dont 
l'échelie  est 

ipu  Pi,  ■■-,  Pm), 
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en  supposant 

l+ptx+pix^-+.  .  .+;?„,x'"  =  (l  ■'rp',x  +  .  ..+/>;., íc"0*, 

quand  on  veut  que  cette  intégrale  soit  représentée  par  une  fonotion  de  p',,  p'«,  pi,  .  .  ■,p,'„. 

22.  Considérons  maintenant  le  cas  general  ou 

^       1+PIX  +  pix-  +  ...  -i-p,,,  a;"' 
et 

1  +pix  +  ...  +_p„,x"'  =  W'W F  . . . , 

M,  N,  P,  ...  étant  des  polynômes  entiers  teis  que  M  =  0,  N  =  0,  P  =  0,  ...  n'aieiit  que  des 
racines  simples,  lesquels  on  peut  dóterminer  au  moyen  de  la  méthode  des  racines  égales. 
On  a  alors 

(1  +p^x  +p-ix^-  +...  +p,„  x"' )- '  =  M-*  N-*  ?-'... 

=  l  +  S;a;+S.;a;2  +  S:;a;3-[-..., 

S'„  S.j,  S3,  ...  étant  des  quantités   qu'on  peut  déterminer  par  les   méthodes  données  aux 
n.o^  14,  15  et  16. 
On  a  ensuite 

Sr=K;+K;a;  +  K>*  +  K>3-|-.  .  ., 

ok 

K„  =  Aq  S„  +  AjS„_i  +  •  •  •  4"  A„,_i  S„_„,.^i. 

23.  Od  peut  encore  résoudre  la  question  d'une  manière  plus  directe  en  décomposant  y 
de  la  manière  suivante: 

^  Ojjx)         'fa (o--)     ,    03(3;)     , 

y     M*  ^   w        p'   "^■■■' 

oíi  (fi  (£c),  c?2(íc),  ?3(íc),  •  •  •  représentent  des  fonctions  entières,  qu'on  sait  déterminer,  et  en 
développant  ensuite  chaque  terrae  de  cette  somme  au  ino3'en  de  la  méthode  donnée  au  nu- 
mere préeédent. 

24.  Nous  allons  maintenant  faire  application  de  la  doctrine  precedente  à  la  même  fraction: 


l-3a;  +  2a;-4-a;3  — a;* 
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à  laquelle  M.  M.  d'Ocagne  a  appliqué  sa  méthode  (I.  c,  pag.  2õ).  ;-' 

On  a  alors 

1  -  3a;  +  2£c2  +  0)3  —  jc' =  (1  —  £c  -  «2)  (1  —  a;)», 

et  par  conséquent : 

1+x 1__ 

■^-1  —  x—x^       (l-xf-' 

En  posant  donc 

?/ =  Ko  ^- Kirr  +  K.2a;2 -f . . .  +  K^x»  + . . . 

^- ^  =  S„+S>+S,x-+. .  .  +  S>"  +  . . ., 

1  —  X  —  X- 

on  troiive: 

K„=S;  +  S„_i-(n  +  l). 

Mais,  d'un  autre  côté,  lidentité: 

{l-x-x^-){So  +  S'ix  +  SiX^  +  ...)=l 
donne 

S,i+i  —  S„  —  S„_i  =  0. 
Donc  on  a 

K„  =  S;,_),i— (n+1). 

Ce  résultat  coincide  avec-  celui  qui  a  été  trouvé  par  M.  M.  d'Ocagne.  La  quantité  SI,^i 
coincide,  en  eíFet,  avec  le  coerticient  de  «"+-  de  la  séi-ie  de  Fibonacci. 

25.  La  méthode  pour  le  développement  des  fonctions  rationnelles  qu'on  vient  de  consi- 
dórer,  est  applicable  au  développement  du  quotient  de  deux  séries.  Ainsi,  si  Ia  fonction  donnée 
est 

An  +  Aja; 4- Aaa;- +•••-!- Aiia;" +  .. . 

y- 


l-irpix^  p-ix'^+. .  .+p„a;"+. .  . 
on  a  premièrement 

[l+pja;  +  ...+^„x»  +  .  ..]-<  =  1  +  S;a;  +  S; «2  +  . 
et  ensuite 
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ou 

K„  =  Áf,S„  +  AiS'„_i  + . .  .  +  A„_,  S;  +  A„ , 

S,',  S»,  S3,  ...   étant  clútorminées  pai-   la  formule  (17)  ou  par  la  méthode   indiquée  au  n.°  7. 
Le  cas  oíi  la  fonction  doniK^e  a  la  fcjnue: 

Ao  +  Aia;  +  A2a:^  +  -  •.+  A,.a;" 

peut  être  réduit  au  précédent,  en  développant  la  puissance  h  de  Ia  série  qui  entre  au  déno- 
iiiinateur  de  cette  fonction ;  mais  il  est  préférable  de  déterminer  K„  au  nioyen  de  la  formule: 

K„  =  AoSl*'  +  ÁiS<.:'l,  +  ...  +  A„_,  SI"  +  A,., 

oii  S'/'',  S^*',  .  -  .  représentent  les  coeffifients  des  pulssances  de  x  dans  le  développemeut 

( 1  +pi  íc  +j3.;£c2  +..)-''  =  1  J-  Sl">íc  +  S<"a;2  + .  . . , 

calcules  au  moyen  de  la  formule  (23)  ou  par   la  méthode  donnée  au  n."  12,   en   fonction   de 

Fm  pi,  pi,  ■■■ 

Les  cas  ou  la  fonction  donnée  est 

An+A<a;  +  A2a-'^  +  ...+  A„a;"  +  --- 
^~  JPN^P'...  ' 

ou  M,  N,  P,  ...  représentent  les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  x: 


M  =  l+2}:x+p:x^-+... 
N  =  1  +  »•>  -I-  nx-  +  ... 

peut  être  aussi  réduit  au  premier ;  mais  il  est  préférable  de  calculer  les  coefficients  qui  entrent 
dans  le  développement 

M  -  *  N-''  P-' . . .  =  1  +  s;* + s.>-^ + . . . 

au  moyen  de  la  méthode  de  ^l.  d'Ocagne,  donnée  au  n."  14,    ou  p.ir   l.i  méthode   que  nous 
avons  indiquée  au  n."  15. 
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III. 


Sxii*  les  valoiii^s  <ivi©  pi^oimeiít  011  <iixol<iiios  oas  particixliers 
les  foiiotions  sj^mótriciixes  consiclóróes. 


26.  En  passant  maintenant  à  une  autre  application  de  la  doctrine  exposée  aux  n.""  1  à 
4,  différente  par  sa  nature  de  Ia  precedente,  nous  allons  donner  aux  quantités  a,  b,  c,  . . . , 
qui  y  figurent,  divers  systèmes  de  valeiírs  particulières  qui  ménent  à  quelques  identités  nu- 
mériques  interessantes. 

Supposons  premièrement  que  a,  h,  c,  . . .  représentent  les  nombres : 


cos  5—,  COS-j— ,   C0S;3— , 

2m  Im  Zw. 


cos 


(2w-l)- 
2»» 


et  que  m  soit  un  entier  pair. 
La  formule  connue: 


cos  mxi  =  2'"—' 


(33) 


cos  xi  —  cos 


2to 


coso;»  —  cos 


0- 
2m 


cosa'1  —  cos 


cos»!  —  COS 

.3- 
2m 

(2«i-l)-l 

2m 

donne,  en  dérivant  ses  deux  membres  par  rapport  à  xi,  le  rósultat: 


IH  sin  mx^  =  2"'~'  sin  Xi 


CÚS  Xl  - 

3zl 

-COS-=r— 

2ní 

COSÍCl- 

5::1 

-cos  jr— 

2w 

COSÍCi- 

(2m-l)ir' 
'''        2m       \ 

+ 

COSOJl- 

^-  1 

-COS-r— 

2m 

cosxi  - 

br.] 
—  cos  — — 
2»i 

coscci- 

2»i 

+ 

+ 

COS-OCj- 

-COS    -r^ 

2(íí 

COSíCl 

3-' 
-  cos  ^— 
2?)i 

COSÍCl 

C2m  — 3)ir' 

—  cos s- — — 

2m 
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qui,  en  posant 


3r.  (2m— 1)- 


'^*~2m'    2m'  ■■■' 


2to 


donne  ensuite ; 


m  =  2""-*  sin 


2m 


::  3- 

C09  -^ COS--- 

2wi  2hí 


(2m-l):: 


"''2^^-'''        2m 


3- 
■  TO  =  2""-*  sin  TT— 


3:t  - 

cos cos  -r — 

2m  2m 


3-  (2?n-l)- 

COS  ^r COS 7T 

2m  2m 


m  =  2'"-'  sin  TT— 


5:t  - 

cos  -T cos  - — 


5:i  (2to-1)- 

cos  -^ cos ^ 

2  Hl  2m 


=  9'"—'  sm  -^^ i— 


.  =  2'"-'  sin 


2m 


(2to— 1)-  :: 

cos  ^ — cos  Ti — 

2m  2m 


(2m  —V)~  _  _      {2m  —  3 
2to  2í?t 


On  a  donc  (n."  1) 


2'"-'  sin 


2to 


«1  = 


m 


.51 


2""-*  sin  -T^ 
2m 

m 


Tl 


2'"-'  sm— - 
2m 

m 


2"'-'  sin 


/.£=- 


(2ni— 1)7; 
2to 


m 


tít,  par  conséquent, 


S.= 


2"'-« 


3s    .     37: 

cos"  jr--  sin  ^ cos"  -—  sm  j^— 

2m        2m  2m        2m 


,  br.    .     br. 

-\-  cos*  ^r-    3'"  7Í 

2ín        2ni 


,(2m— 1)7:    .     (2ni-l)7; 
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En  ayant  maintenant  égard  aux  identités  trigonométriques 

(2m—l)T. 


(2wi— l)z  - 

cos  -^^ — =  —  cos  -:; — ,     sin 

2m  2in  'Zin 


2in  Âm, 


(2m  — 3)x  3r        .     (2»n  — 3)-        .     Z% 

COS-i jr —=^ COS-r ,         Sm^ ;-: =  Slll  T^ , 

2?n  2m  2m  2m 


on  peut  encore  écrire  cette  formule  de  la  manière  suivante : 

9m 


s.=— 


m 


,    X     .      t:  ,  3x    .     8x 

cos''  -jí —  sm  fi cos"  jr —  sin  — — 

Im        Am  Im        Itn 


,         ,        ,  (w-3)x    .     (7»-3)x_         (m-l)-   .    (m-1)- 

+  .  .  .  ±  cos'' -^^ — TI Sin-^— ;:; -|_C0S"^ — ;=: ^  Slll 


2-»!. 


2m 


2m, 


2m 


quand  A:  est  un  entier  impair. 

De  cette  égalité  et  des  égalités  (n."  1)  Sq--=0,  Si  =  0,  ...,  Sm_2  =  0  on   tire  première- 
ment  Tidentité  suivante: 


3r    .     St: 


5-    .    b- 


(34) 


Icos^  -T^ún-^ cos''-^sin-^  +cos'^-^sin>, 

2m        2m  2m        2m  2m        2m 

,         ,    (m  —  3)7C     .     (m  —  3)r  ,  (m  —  1)::    .     ím — 1)^ 


2m 


2m       "'"  2m 


-sin- 


2m 


=  0, 


quand  A-  =  1,  3,  5,  . . . ,  to  —  3. 

De  la  méme  égalité  et  de  S„j_i  =  1  on  tire  Tidentité; 


(35) 


COS' 


!— 1 


3x    .     3- 


sin  H cos™~*  ^T —  sin  -r \-  cos 


2m        2í« 


2m        2r. 


■nB"'— 1 


ÒT.     .      5x 
2m         2m 


,  ,  (TO  — 3)Z    .    (m  —  3)- 

- . . .  ±  cos"'-i  í— jr Sin  — T^ — - : 

2to  2to 


,  (m  —  l)z    .    (TO  —  1) 
;  cos™-*  ^— 7í — -  sin  — -r — - 
2to  2to 


27.  Pour  déterminer  la  valeur  de  la  somme  qui  entre  au  premier  membre  des  identités 
precedentes,  dans  le  cas  oíi  k'^m—1,  remarquons  que  la  formule  (33)  et  la  formule  bien 
connue 


(36) 


2  cos  mxi  =  (2  cos  a;j)"'  —  m  (2  cos  xi)"'~- 

,   ,  m(m  —  3),^           ,      ,   ,  TO  (to  —  4)(m  — õ),_  ,      „ 

+  -^-^^^(2cosíri)"'-^  +  — ^ — ^-^ í(2cosa;0'"-6-.. 
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donnent,  en  posant  x  =  cos  Xi , 

I X  —  cos  — —    lo;  —  cos  -z: —  lia;  —  cos  - —    ...    a;  —  cos ;; 1 


22^"    ^n::2.2^'"    ~     i.2.3.2«      "^     • 


Noiís  avons  donc,  quand  ^•>nl  —  1,  (n."  4) 


-  -  3::    .     3z  õ-         óz 

cos*  — ^  sin  ^;^ cos'-  -r —  sin  --^  -i-  cos'-  ^; —  sin  4— 

2?»        'Im  Jm        2m  'Im        2m 


.              ,        ,(w-3)7:   .    (»n-3>:_       ,(m-\)r.  .    {m-\)- 
/ti7  V  /  — . . .  +  cos*  — sin  -^^ — : — —  -u  cos'  ^^ — ; sin ; 


"^v/    .^.    ^'ApI--pí 


S ''  —  IV 
2"'      "■        '         ?!3!...X! 

ou  jB,  5,  . . .,  'k  représentent  les  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  Téquation: 

P  +  2ã  +  ...  +  fx  =  |-, 

et  oii 

t  =  3  +  8-i-...  +  X,     A-  =  m-r«  — 1. 

m                7)1  (m  —  3)                    m{m  —  4)  (to  —  Õ) 
i'2  =  -2l"'     P''^-^r2~'    P^^ 3T2ê '••• 

Le  second  membre  de  cette  identité  peut  être  calcule  directement,   ou  au  moyen  de   la 
règle  donnée  au  n.°  7. 

On  a,  en  particulier,  en  posant  ji=2,  4,  6,  .  . ., 


( 


— cos""!"'^: — sin !- (>os"'-r' sin 

\  2m        2m 

(38) 


cos'"+*  -r^  sin  ^- cos""*"*  -jT —  sin  -r !-  cos"'+'  - —  sin  -^ — 

2m        2m  2m        2m  2m        2m 


.,(m  —  V)r.   .    (m—l)-         m- 


\  ,  ,(ot-3)-  .-  (»j-3>:  ,.,...      ....    .... 

f  — . .  .+  cos'"^'^^ — ^ sin- — rr — ^  4_ cos"'-^' í^ — ^r — —  sin-^^ — -,- 

I  ~  2m  2m       ^  2m  2m 

quand  /h  ^  4 ; 


I  QQgm+s  _Ji_  gin  _;: cos"'+^  "ipç-^  sin  7^  -[-  cos""^'  Ti —  sm 


3z    .     3-    ,        ^  ,  5-    .     õ- 

.....  ^™        ,y—  sin  ^^—  -h  cos""-'  Tj—  sm  ^r— 

2tn        2m  2m        2m  2vi        2m 

(39) 

— .  . .  +  008"*+'  ^^-í5 — —  Sin  — rr j_  cos"'-i-^  i— s sm  í^— r =  m-       ',.  > 

'  —  2m  2ot      ^  2m  2m  2»+» 

quand  m ^6  ;  etc. 
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II  convient  encore  de  remarquer  que  le  second  membre  de  la  formule  (37)  peut  être  mis 
sons  la  forme: 


n+l 


Am         +  Bm      +  • . 


ou 


A  =  S- 


(_1)í+P+6-k..j! 


!ã!^!...^:(2!)°(3!)^..(|!)' 


au  moyen  de  laquelle  on  voit  qu'on  a 


iim    cos'  TT —  sin— cos*tí — sm-^ hcos''-;; — sm-jr— 

m=M  L         2m        2m  zm        2in  zm        Im 


,  (m  —  3)r   .    (m  —  3)ii  _  ^^^^  (m.  —  1)k  ^.^  (m  —  l)it 

2»n 


:  cos''  v"'_^  "y-  gjj^  vj^ç___^^  ^  ^^^j.  v"  ^^^''^  sin  '^'"^^   '^''      =  O, 


Z/?! 


2»i 


2??í 


et 


lim     |2cos-zr —      sm-^ 2cos-r—     sm- ...±    zeosi — ~ sm ; 

zm/  zvi       \  zmj  zm  \  zm      I  zm 

_  /_        (m-l)zY  .    (m-l)xl      1  1 

+  (2cos'— - — --)   sm — ^-^\^ —  =  -9- A. 
^  \  zm      /  zm      J    4-»+i        " 


28.     Considérons  maiutenant  la  somme  S_ 
On  a  alors  (n."  4) 


2"'-*  I         2»i 
m     I  z 


.     3t:  .     5x 

sm  ^-^       sin  ^- 

zm    ,  iíwi 


TO     I  z  3::  Ox 

!  cos"  -r —      cos"  7:,—      cos"  Ti — 
t_         2ot  zm  zm 


.    (2to  — 3)t:        .    (2WI-1)::- 
sm ^ ~       sm 


2m 


2»M 


cos»  ^^ — s — ^      cos"  í^ — ^ 

zm  zm      -J 


et,  par  conséquent, 


b_,l  —  - 


■  .     1:  .3-  .     5- 

sm  ^r—        sm  -í^—        sm  -^- 

zm  zm     ,  zm 


cos"  TT —         cos"  Ti —        cos"  -; — 

zm  zm  zm 


.     (m—3)r.         .     (m— Ik 
sm  -^^ — = — —      sm  -^^ — ?r — -' 


'-         (m  —  S)T.^  (m—i)- 


quand  n  est  un  nombre  impair. 
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De  cette  formule  et  de  la  foi-raule  (14)  du  n."  4  resulte  Tidentité: 


r  .     3x  .     (vi-3)t.  .    fni-lk 

sin  ^r—        sin  ~—  sin  — -■ sm  — j^ — — 

2m  2m     ,  2wi        _  2m 


,      „    '^  „^-  (wi  — 31-"^         (to— 1)- 

un\  ;cos"õ-      cos»-jr—  cos"-!-— — ^      cos"!— ---^ 

-2".-^       ^      ■pj+*    p!â!...).!' 
ou  le  signe  S  s'étend  aux  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  réquation: 

p  +  2â+...  +  |^X  =  -^--^-, 
et  oii  {  est  donnée  par  Tégalité : 

t=l?+a+...+x. 

Pour  déterminer  les  qiiantités  p,„,  p„,_2,  p„i-4,  Pm-o,  • .  ■ ,  qui  entrent  dans  cette  formule, 
on  peut  recourir  à  la  formule  connue: 

cos  TOíci  =  (—  1)      1  — g-j-  cos-xi  H ^-j-| ^  cos*  Xi 

m2(TO2-2«)(TO2_42)  ,    .       ,ío        ,  1 

!^ g-p ico8fia;(+.  ••  +  (-!)    2'"-»  cos"' xi    » 

qui  ne  diíFère  pas  de  (36)  que  par  la  forme,  laquelle  donne,  en  ayant  égard  à  (33), 

/  -\(      ■  3z\       /  (2m-l)rN 

X  —  cos  — —  \\x  -  cos  -—  ...  X  —  cos  ^= =r — 

\  2m/\  2ml       \  2m      j 

_(_l)lr         TO^  TO^(TO^-2^)         m^(m^-2-^)(m^-4^)  "j 

On  a  donc 

(-  1)  ''  (-  1)  '   .  m^  _  (-  1)^    ,n2(m2^2) 

-P'"  ~    2"'-*    '    P"'-'^  2"*-*    '  2 ! '    ^"'~*  ~    2"'~'  il        '  *  * " 
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L'égalité  qu'on  vient  de  démontrer,  donne,  eu  y  posant  n=  1,  3,  5,  .  . ., 


(41) 


X  37t      ,    ^  ÕTT 

tanff tang f-  tansr ... 

m — i 


2m 


2'»' 


42) 


.St:  .     5x 

sin  ^,—        sin  -^ — 

zm     ,  zni 


=3^ 


3- 


3  Oí: 


COS''^r —        COS-^^r —        cos^  _ 

2m  2m  Zm 


sin  ^ — r sin  — ~ — '— 


+  ■ 


2m 


m-l 


COS-; 


1  —  3)-"^  (m— !)■ 


2m 


cos^ 


-Ite     ^     ^      •  4  ' 


(43) 


^''°è    ^'"fe  ,  ^'"fe 


;»í 


3x 


2í)i 


cos^ 


im 


.     (')/!_  3)-;:  .    fm  — 1)- 

sin 7^ sin 


+  ■ 


2íK 


cos 


.{m—'ò)r.  "^       aí'»—  D' 


=  (— í;    -    .- 


48 


2to 


2m 


quand  m  >  2 ;  otc. 

29.  Nous  avons  supposé  dans  toiít  c-e  qui  precede  que  m  est  un  entier  pair.  Nous  allons 
considerar  maintenant  le  cas  oii  m  est  impair,  et,  pour  cela,  nous  donnerons  à  a,  h,  c,  . .  . 
les  valeurs: 


-  3x  5- 

cos  — — ,      cos-; — ,     cos— — ,   .... 
2m  2m  2m 


cos 


(m-r2)-  (m  +  4)T, 


•^m        ' 


(ot-2)x 

(2m-l)x 
2m 


En  écrivant  alors  la  formule  (33)  de  la  nianière  suivante: 


cos  mx\ 
cosa"! 


cos  X{  —  cos  ^ —  )  •  •  ■  1  cos  Xi  —  cos 


cos  xi  —  cos 


(m-f2)x' 


cosa?i  —  cos 


On-2)x\ 
2hí     / 

(2m  — l)x\ 


2m 
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en  dérivant,  par  rapport  à  xi,  les  deux  membres  de  cette  identité  en  en  posant  ensuite: 


011  trouve 


3- 


x  = 


tn 


y,„  '     o^  '  •  •  • ' 


2m'     2ot 


{m-2)r.      (to +  2)- 
2»r~'         2m~' 


(2m~~\)r. 
2m  ""' 


cos 


2»! 


m 


cos 


35^ 

2ní 


„,.«/  TT  3-\/  TT  oí: 

=  2"'-*  sin  -TT—  I  cos  -fi cos  -^ —    I  cos  -^ cos  -jr— 

2m  \       2m  2mJ  \       2in  2m 

_      ,    .     3-   /        3-  71 

■■  2'"-'  sin  -r —    cos  -. cos  ^r- 

2m  \       2)u  2n 


3-  br. 

,  ,  cos  "5 cos  ■=— 

2to/  \        2/íi  2m 


cos 


; —  =  2"'-*  sin  7í—  1  cos  jr cos  -,r—  )  I  ' 

yz  2m  \       2m  2m/  \ 


br.  3z 

cos-jr— —  cos  -=,— 


2m 


m 


cos 


(2»i — 1)ti 
2to 


=  2'"-'  sin 


(2to-1)z/       (2ot— IIt: 


2r, 


/       (2m-l)T.  -\/       (2)»-1)z  ,3t\ 

ICOS^ 5 cos  Ti— 11  cos  ^  """  ' 


2m/ 


„  —  COS-TT — 

2)»  *2m/ 


On  a  dono 


2'"-*siiij^ 
2m 
01  =  - :;: ,     Pi 


m 


2».-2sinÍL  2''-2siní?^^ 

2íu  2jn 


m 


n» 


et,  par  conséquent, 


S.= 


2m-i 


m 


cos*+*  ^  sin  TT^ cos*+'  -^  sin  -v^  +  . . . 

2m        2m  '>•"        '•^-" 


2ni        2to 


..,,  (2TO-3)::    .     (2»n-3)-    ,        .,,  (2to-1)z    .     (2m-l):: 

—  cos*+*  -!^ — 5 '—  sm  -!^ — ^ ^  +  cos*+*  -i — ^—  sm  -^^ — '— 

2m  2m  2m  2m 


ou  encore,  en  supposant  que  k  est  un  nombre  impair. 


2™ 


cos*+*  ^r—  sin  ^5^^^ cos*-H  ^  sin  ~+ . . . 

2hi        2»n  2to        2to 


±  cos'+*  -^— j5 — '—  sm  -:^=; — —  j_  cos'  i— TT — —  sm  ^^ — =: — - 

2m       ^  2m 


2to 


:m 
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Cette  formule  donne,  en  premier  lieu  (n."  1), 


cos''+'  -^  siu  -p^ cos''+'  -r-^  sin  -jr-^  + 

2))i        Am  2,111        zm 


(44) 

L       ;+i  ('«-4)^    •     ("^-4)-  _       ,,,  (-m-2)i:    .     {m-2)r. 


2jra  2in  27?i  2m 

quand  Â.:  =  1,  3,  5,  .  . . ,  ?;;  —  4. 

La  même  formule  donne  ensuite : 

,    -     .      T.  ,  3~    .     8-    , 

cos"'~'  ^T —  sin  ^r eos"'~'  -= —  sni  — \- . 

'2m        2))i  2  TO         2j« 

(45)  i 

/+  cos™-*  Í^-TT — '-  sm  ^—T, — -  +  cos"'-*  í^-^r — ^  sm  í^— — -  =  -jr-- . 
2wi  .     2to      ^  2»n  2m  2" 

On  voit  douc  que  les  formules  (34)   et  (35),   que  nous  avions  démontrées  précédemment 
pour  le  cas  ou  m  est  un  nombre  pair,  ont  encore  lieu  quand  ce  nombre  est  impair. 

30.     Pour  considérer  niaintenant  le  cas  ou  A;>r)i  — 2,  remarquohs  que  les  formules  (33) 
et  (36)  dounent,  en  posant  cos  xi  =  x, 

Ò-\         I  (m-2)7: 

íc  —  cos  7^ —  lia;  —  cos  -r —    ...    03  —  cos 


2wi/  \  2m/  '      \  2m 

(m  +  2)-\         /  (2m-l)r\ 

;  —  cos  ^ — - — '—  I  ...  I  a;  —  cos I 

27?i       /         \  2»n       / 

,       m         ^  ,   m(m  —  3)         „        m  (m  —  4)  (wi  —  5) 


et  qu'on  a  donc  la  formule ; 


cos''+'  -; —  sm  ^- cos'-+'  y, —  sm  -^r \-  . 

'2m        2in  zm        zm 


!_i_       i.,(w  — 4'!:  .    (m  — 4)x_       ..,(m--2)x  .    (m— 2)x 
/4fi^  /±  cos'-^'  ^—71 — -  sm  ^^ — -—- ^  +  cos^  +*  !^ — — —  sm  -^-^r — — 

'^"V  \  zm  2in      ^  2m  2in 


2'"'^^       ^'      3!  í !.../.! 


ou  le  sigue  S  s'étend  aux  soIutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  Féquation 

p  +  2o  +  ...+  ^^^— 1  =  — , 
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et  ou 


í=P  +  5-f .  ..-f  X,     k  =  m  +  7i  —  2, 


í>3  = ^)     pi 


m  m(m  —  3) 


1.2.24 


i>6  =  - 


m{m  —  4)(m—  õ) 
1.2.3.26 


laquelfe  est  semblable  à  la  formule  (37). 
On  trouve  aussi,  quand  7i  est  impair, 


2"' 
Í5_,i  =■  — — 


2w 


.     3- 


Am 


sm 

.+  — 


{m—A)%  ^._^  (m  — 2) 

2m 


2m 


sin- 


cos"-'-jr^      cos"-*j-^       eos"-'-V—  cos"-'-^^-;; — ^'      cos"-'-^^^^ ~ 

Am  Am  'Am  2m  '2m 


et,  par  conséqueut, 


sm 


2m 


sin 


2m 


ot: 
2m 


.     {m  —  2)- 
sin 


(47) 


cos"-'  -r^      COS"-'  ^-^      cos"-'  -^ 
Am  Am  2m 


+  - 


2m 


COS 


„^,{m-2)r. 


2m 


ou  |5,  ò,  .  . .,  L  représentent  les  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  réquation; 


et  ou 


P  +  2S+...  +  ^X  =  ^7l 


í=P+3  +  ...+X. 


Pour  déterminer  les  constantes  ^„,-i,  Pm-3,  Pm-õ,  ■■■,  qui  entrent  dans  cette  formule,  on 
peut  recourir  k  Tégalité  connue 

m— i 


cos  mxi 

cosaji 


(-1) 


m(m'^  —  P) 
"' ^>~3 —  '"^ 

«1—1 


m(??i-2  — 12)(m2-32)        ,  -^-  1 

+  2  3  4  5 -cos*íCí-...  +  (-l)    -    2™-' cos'"-' a?,    , 

laquelle,  combinée  avec  la  formule  (33),  donne 


X  —  cos  ■ 


27nJ 


m—l 


-1)   -       r  m(m-l)      ,,    »i(ni2-l)(m2-32)      . 

2"-'       L  2.3  ^  2.3.4.5  ' 
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et,  par  conséquent, 


m— 1  íH— 1 


_  (-1)  ^    .m  _      (-1)   ^        m(nf--l) 

Pm-l~  2m-l  '      P"i-3—  2"'-l        '  2.3 

7ÍÍ — 1 

_(-!)-      m(w3  — 1)(ot^  — 3^) 
Pm-5--^,;;=i  2.3.4.5  '   •■■ 


La  formule  precedente  donne,  en  posant  n  =  l,  3,  5,  . 


.      -  .     371    ,         _   .    (m-2)-       (-1) 


m+l 


2m  2to  ~'~  '2m  2 


.     T.  .     3z  .    (m-2) 

sin  ^:r —       8in  -=; —  sin 


C0S"7r —        COS--r —  COS 


31.     Une  autre  applieation  analogue  à  la  procedente  est  celle  dans  laquelle  on  donne  à 
a,  b,  c,  . . .  les  valeurs : 


[~m-iy  (y'«  +  i)'= 


Tt  2t.  \2  V  V2      ^   ;  (m-l)r. 

cos — ,     cos — ,  ....     cos ,     cos ,  ....     cos^^ —■ 

mm  m  m  m 

En  supposant  que  m  est  un  nombre  paii-,  et  en  partant  de  Tégalité 

/         r.\/  2t\ 

I  cos  Xi  —  cos I  cos  xi  —  cos 1 

\  wi  /  \  m  / 


sm  mxi  „     , 


Sina?!  cosaji 

cos  «1  —  cos /  \  cos  «1  —  COS  -^ /  .  •  •  I  COS  Xi  —  cos  -^^ '— 

\  m  /    \  m  /  \  m 


on  obtient  la  suivante,  quand  A;  est  impair: 


2"!  I  ^  _  2r.         2z 

S/.  =  ^^  I  cos'+'  ^  sin^  ^  —  cos''+*  ^  sin^  —  -(-. . .+  cos'+' sin-' 


(t'"-0"  ..(t'"-i 


m  l_  m  m  m  m  m  m 
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On  a  donc 

t, ,   i:     .  ,  í:  . , ,  2r    .  ,  27:  ,        .  , ,  \  2  "'        /  '"       ,  \  2  '"        /  " 

cos*+'  —  sm^ cos*+'  —  sm- h  •  •  •  ±  cos*+' sen^ =  O, 

m  m  m  m  m  m 


quand  k=  1,  o,  b,  . . .,  m  —  5. 
Quand  k=m  —  3,  on  a 


(y'"-0"  .,(y'"-0'^ 


O—  9—  V  9    "^        *  /  "  \  2     "^        '/  tn 

cos'"-"- -—  sin"^  — co8"'-2 _1  gin2 _:i  -|-. . .  +  cos"'-*  —^ sin* 

»i  m  '        m  m  m  m 

Quand  /j  >  m  —  3,  ou  trouve 

cos*^+*  — -  sin-  — ^ cos*+'  — ^  sin* h  •  •  • 

mm  mm 

,  ,.,,\2  /         .3X2  /  TO     „,       ,„.    »-í'2Í'4---i'r„-2 


m  m  2'»      ^       '        p!8!...X!      ' 

ou  p,  S,  .  . . ,  X  sont  les  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  Téquation 

P  +  25  +  ...+  "-^X  =  |, 

et 

i=  P +§+... 4- X,     /í  =  m  +  n-3. 

On  voit  au  moyen  de  la  formule: 

=  2  [(2  cos  xi)™-"  -  (to  -  2)  (2  cos  a;,  Y~^  +  (to-3Kto-5)  ^^^^^  ^^^„,_g  "  •  •  •  1 


sm  mxi 


sm  X)  cos  X{ 

que  les  valeurs  de  pj,  ^4,  . . .  sont  alors  données  par  les  égalitós 


„._     "»-2,     ^,_    (m-3)(TO-5)  («'-4) (TO -5) (to -6) 

l?* 22""'     P''  ~  2T2*  -^ 3T26 '  ■  ■  ■ 

On  voit  encore,  au  moyen  de  la  formule 

sinmxi  ,     ,,^r         TO(m*-2í)  ,         «, (m« - 2^)  (ííi> - 42)       ,  "1 

;mxieosa;i  L  o!  5!  J 
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qu'on  a,  quand  n  est  impair, 


sin 


2_!L 


sin" 


2% 


m 


cos"-<  —      cos"-* 

m  VI 


..  +  - 


g-  íí!  —  1  I  Tt 

m 

m  —  1  Ití 


cos 


n-l 


«l 


í"!i'E-4K-6----?'o 


p;,r-2P!3!...X! 


P  +  2S  +  ...+  '-íl^^X  =  "-^, 
i=.p  +  3  +  ...  +  X. 

On  considere  d'une  maiaière  analugue  le  cas  ou,  m  étant  impair,  on  donne  à  a,  h,  c,  .  . . 
les  valeurs 

■jt  27C  3x  (to  —  1)  u 

cos  — )     cos — ^- »     cos — >    ...,     cos 

m  m  m  m 

32.     En  passant  à  une  autre  application,  supposons  que  a,  i,  c,  ...   sont  les  racines  de 
Téquation 


ir         x' 


2!      '     3! 


et  que,  par  conséquent. 


(1  -  flíc)  (1 -6a;)  (1 -ca;). .  .=  1  + 
La  formule  (7)  donne  alors 


1 


■+i]=». 


'^+-9r+iu+---+^!  r 


2!    '    3! 


i\ 


2' a  !  p  !...>.!  (2  !)P  (3  !)''...  (m!)"'- 

a,  ,3,  .  . . ,  X  ótant  les  solutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  i'équation 

a  +  2|5+.  ..4-»a  =  n, 
et 


í  =  «  +  ,3+...  +  X. 
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En  comparant  cette  formule  à  l'expression  suivante  des  nomires  de  Bemouãi,   que  nous 
avons  donnée  dans  notre  Curso  de  Analyse  {Calculo  differencial,  3'  ed.,  1896,  p.  236): 

^"-^     ^>       •2"+i  — l"-^     ''^    2'+i  a!  ;3!...X!  (2  !)?...(«!)'■ 


ou 


on  trouve 


a  +  2,3+...  +  nX=n, 


_  4^    2(2"+'-l) 

Om+n— i  —  i —  í)  • -, — "TTTT —  "n  j 


(n  +  1)! 

quand  n'^m. 

Nous  avons  ainsi  une  formule  qui  lie  les  valeui-s  de  Sm.i-„_i  à  celles  des  nombree  de  Ber- 
noulli,  et  qui  fait  voir  que,  quand  n  est  un  nombre  pair,  on  a  Sm+n— i  =  O- 

33.     Comme  dernière  application  nous  allons  chercher  les  coefficients  qui  entrent  dans 
le  développement 

:  Só  +  Sia: -f  S^2 _!_.  _+ S^"  + . . . 


(1— x)(l— 2íc)(l  — 3ar)...(l  — THx) 
On  a  premièrement  (n."  2) 


S'  c 

Mais  (n.o  1) 

S„+„_i  =  (-l)"'-'[^-YyT-  i.(„_2)!+2!(7n-3)!~'"+*^~-^-'"~*-"(m-l)!j 
=  í=iÇli  [(-)  i.-^._(-y2'..+"+  ('^)  3".+'.-. .  .+  (_])..-.,„.+.]. 

Donc,  en  ayant  égard  à  une  formule  de  la  théorie  des  diflFérences  finies,  bien  connue,  on 
trouve 

S;  =  — r  A"'  0"'+''. 

En  remarquant  qu'on  a  aussi  (n."  1) 

S„+„_i  =  ^,1^2?.3^..m^ 
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oh  p,  q,  r,  .  .  . ,  s  sont  les  soIutions  entières,  positives  ou  nulles,  de  l'équation 

p  +  q+r  +  .  .  .  +  s  =  n, 
on  peut  encore  écrire  l'éga!ité  precedente  de  ia  manière  suivante: 

Ii  iP .  2? .  3'" . . .  m'  =  — T-  A"'  O'"-" . 

7)1! 

Cette  formule,  donnée  par  M.  d'Ocagne  dans  les  KouveUes  Ânnáles  de  Mathévmtiques  (S'' 
série,  t.  ii),  est  un  cas  particulier  d'une  autre,  attribuée  par  M.  Cesàro  (Nouvelles  Annales, 
3°  série,  t.  iv,  p.  69)  à  Fergola,  que  nous  obtenons  en  donnant,  dans  Tidentité  de  Gauss,  à 
a,  h,  c,  ...  les  valeurs 

t,     í  +  1,     <+2,      ...,     í  +  m. 

On  trouve  ainsi 


m ! 


et,  par  conséquent. 


('—11'" 


Mais  on  a  aussi 

S„+„  =  Si  íí  (i+ 1)9  (í  + 2)'-...  (<  +  »»)',    i3  + ?+'•  +  ... +  s  =  n. 


Donc 


Si  <''(<+  1  )9 ...  (í  +  my  =  -!^ — ■íp—  A"'  <"'+". 

wi ! 
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SUR  i[l[S  APPlICAiNS  m  SÍRI[S  ORflíiÉS  SUIflUÍ  L[S  PLUSSíNClS  DU  SIS 


(Journal  fúr  reine  und  angewandte  Mathematik,  begriiadet  von  Crelle, 
Band  CXXXI.  Berlin,  1906) 


VOI..    II  PP 


INTRODUCTION. 


1.  Soit/(a')  une  fonction  holomorphe  dans  Faire  limitée  par  celle  des  ovales  representes 
par  réquation  |sinz|  =  c^  oii  z  =  xi-\-iyi  et  c^l,  qui  a  le  centre  à  l'origine  des  coordonées. 
Nous  avons  démontré  dans  un  travail  publié  au  tome  cxvi,  pag.  14,  de  ce  journal,  que  la 
tonction  f(x)  peut  être  développée  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  sin  x  au  moyen 
de  la  formule 

(1.)  /(x)=  f  A„sm"'a;, 

11=0 

oú 

Ao=/lO), 

/«'■'  (0) + s<;,>/'2'-2>  (0) + . . . + sr '>  /'-'  (0) 


Aí„  =  ■ 


(2nj! 


/(^"+«)(0)+<.,./'^"-"(0)  +  . .  ■  +  ^g^..f  (0) 
^^+'-  (2n  +  l)! 

S-li^'  représentant  la  soninie  des  produits  distincts  des  nombres 

2^4^G^  ...(2n-2r-, 

pris  m  h  m,  et  .<.;"'||  la  somnie  des  produits  distincts  des  nombres 

l^3^  õ-^ ...  (2n-i)s 

pris  aussi  m  k  w. 

Nous  allons  dans  ce  travail  faire  application  de  cette  ftTuiule  k  la  détermination  de  qut-1- 
ques  intégrales  détinies  particulières  et  k  la  démonstration  de  quelques  relations  entre  les 
nombres  de  Bernoulli  et  entre  les  nombres  d'Euler,  qui,  nous  croyons,  n'ont  pas  encore  été 
reraarquées. 


Sur  tiuelriues  liitégralos  déllnies. 

2.     On  sait  que,  si  la  fonction /(.r)  est  développable  en  série  de  la  forme  (1.),  on  a 

1     /'  f{z)  cos  z  dz 


ij- 


sin" 


le  cuntour  de  riiitógratioii  éf.aiit  une  eirconférence  de  rayon  égal  à  j5,  ayant  le  centre  à  Tori- 
gine  des  coordonnées,  telle  que  la  fonction  considérée  soit  holomorphe  dans  Taire  qu'elle  limite. 
En  posant  dans  cette  égalité 

z  =  pe*", 
on  trouve 


/ 


■''■■  J  C^é^')  cos  í  ^J')  à<>    ^^^  _  2A,„- 


et  par  conséquent 

'^-     /([-ie'" )  cos  (fJ^)  sin»+*  (^e-'"}  é^  d  6  A» - 


/' 


[e2  Psin6_2  cos  2  (p  cos  e)+e-2P  8inO]"'^-^      2^^"+^^ 


En   supposant   maintenant   que  /(O),  /'  (0),  /"  (0),  .  .  .  sont   des  quantitcs  réelles  et  en 
posant 

F  (id)  =f(y^')  cos  {y^)  sin^+í  (pe-'''j  /\ 


on  trouve 


/' 


[Y{id)~¥{^id)]dO ^ 


L«2  [i3in  O  _  2  eos  2  (p  cos  d)  +  e-2  Psi"  O  j-.+i 
2- [F(/e)  +  F  (-  id)]  dd 


o 

J       ^g2  p sin  6  _  2  cos2(|3cõse)  +  e-2Ni°«P''+*" 
o 

_  [/'"^"'  (0) + s.í;.'/<a"-^^) (0) + . . . + s.yr"/'-'  (0)> 

(2?í) !  24»  p 

•St: [F(ie)+F(-ie)]t^e 


i 


[e2  P Bin  6  _  2  cos  2  (p  cos  6)  -f  e-^ P «i°  0]'"+- 
u 

_  [/ia"+'l  (0)  +  s.i',V,  /c^"  -')  (0)  +  ■  ■ .+  4"„V.  /'  (0)]  z 

(2ji+1)!2^«+='P 
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<)n  peut  écrire  ces  ógalités  symboliquement  de  Ia  manière  suivante: 
'2- [F(iO)  +  F(—id)]dd 


/' 


u 


/-  (0)  [P  (0)  +  22]  [/í  (0)  +  4^]-.-[/^(0)  +  (2n-2)^]     - 


/ 


(2n) !  2*» 

2- [F(ie)+Fí-ie)](Ze 

[e2?sinO _ ç, ^„,  2  (.3  cos 6)  f  e-^ 'í^in'>J''+'- 


/(O)  [7^ (0)  + 1-]  [/^^(O) +3] ■  ■  ■  [r-{0)+(2n -  \y^]  T. 

{27i+l)!2*"+2  ■  [j 

3.     Nous  allons  considerei'  luaintenant  quelques  cas  partieuliers. 
Soit  premièrement 

1 


/(»=;  = 


cosa; 


On  a 


et,  par  eonséquent, 


1  ,    ,    2,  1.3...(2«-1)   .  , 

cos  X  „^i       2.4...  zn 


J    sin*" 


dz  „.   1.3...(2»-1) 


:2lí 


sin*"+*z  2.4...2?i 

s 

dz 


J   sin-"z         ' 


ou,  en  posant  z  =  ^é' 


tf) 


r2- sÍD^''+'  (pe-»'")  é^  ã6 1.3. ..(2»-!)- 

J        [e2PsinO_2cos2(p.cose)  +  e-2psÍDOJ2»+í  ~  24"+í.2.4...2^  ' 


/ 

o 


2-  «JnSn/S^-íOi^tfJ 


sin2»(pe-'")e    <^e  _ 


[e2psi»9_2cos2(,3cose)  +  e-2?«'°*']-" 
Si  Ton  remarque  maintenant  quVm  a 

sin  (Pe-'")  =  sin  (?  cos  6) ^j + 1  cos  O  cos  d) ^ 

=  i.  [gí  P8'n  '■»  _  2  cos  2  (|5  cos  0)  +  e-2  F"»'" 6]  '  (cos  m  +  i  sin  lu), 
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g-psinfl_gPsin6 
(O  =  are  tang 5-T-5 çt^-k  cot  (3  cos  6), 


011  peut  encore  écrire 

r2-  cos [6  +  (2n  +  \)w]  +  ism[d  +  (2n'rí)m']d6        1 . 3 .  ■ . (2«  —  1)     tc 
J  lE!  23".  íi!  p" 

o  [e2psi'>0_2cos2(ílcose)  +  e-2?s'"^]    ^ 

et,    par  conséquent, 

<^os[d+i2n  +  l)m]dd  1.3...(2?i-l)    :r 


/ 


^!i±l  23". n!  [i 

o         [c2  ? sin  o  _  2  ^^^o^  2  (|3  cos  6)  +  «-2  ? si"  'í]    ^ 


r- 


am[e-^(2v  +  \)m]ãd 


n+l 


On  trouve  de  la  même  manière 


r 

o 


: cos  (d  +  2m  (»)  Je 

[e2psine_2cos2(|5cose)  +  e-2Nin9]"^    ' 


sin  (e  -f  2n  w)  dd 


j^g-2  p  3m6  _  2  cos  2  (,3  cos  6)  +  e-2  P  "°6]" 


=  0. 


4.     Considérons  maintenant  la  fonction 

f(x)  =  x'-K 

Oii  a  vu,  dans  le  travail  préeúdemuient  rapporté,  que  le  développenient  de  a;-*  eu  série  ordon- 
uée  suivant  les  piiissances  de  sina;  est  donné  par  la  formule 


1+     -     t: 


Cf»— A) 


,^1,4-1  {2k+l){2k  +  2).  .  .In 


in2(«-i)J. 


Nous  avons  done 


/- 


z^''  cos  z  ás 


■2ÍT. 


SS-" 


J     sin2--'+iz  (2Z;+lj(2A;  +  2j...2ji      J       sin2"z 


^.'  j 


2^'  COS  2  íZz 


Maifl 


I  z^-'' cos  z  dz  _     2k     rz^'^-[dz 
J       sin""  2         m — ij  sin'"~'z' 


Donc 


J   sin^-z  ~  2k(2k+l)(2k  +  2)  . . .  [2n  -  1)'    J  sin'^"-«z 

s  s 

En  posant  maintenant  z—  ^eJ'!  et  en  eiuployant  ensuite  une  analyse  semblable  à  celle  quNn 
a  appliquóe  au  cas  considere  dans  le  n"  précédent,  ou  trouve  les  résultats  suivants: 

p- co32(ke +  nt»)dd S^;;^; j^ 

p-  '       sm2(kd  +  nm)de 

J      [e2Íl8Ín6_2co8  2(pcose)  +  e-2P«'°0j"~    ' 

p-  cos  ^2kd  +  (2n  —  l)oy]d6 

•>     [e2Ps«'»8_2cos2(Pcose)  +  e-2psin9]  * 


r 


sm[2A:9  +  (2re  — l)(o]áe  _ 


2n— 1 

'o 


[e2p8ÍnO_2cos2(3cose)  +  e-2P«°0] 
II  convient  de  remarquer  le  cas  particulier  ou  k=l.  On  a  alors 

SSr"  =  22.4í.G2...(2;i-2)2, 
et,  par  consóquent, 

p- cos2(6  +  nia)dd [(n-l)!^  jz_ 

./     [e  2?sin  O  _  2  cos  2(P  cos  6)  +  «t^P^í"  «]"  ~  2(2»  -  1) ! '  "^• 

5.     On  considere  de  la  niême  manière  la  fonction  «-*+',  dont  le  développement  ordonné 
suivant  les  puissanees  de  sina;,  donné  dans  le  travail  précédemment  indique,  est  le  suivant: 


1  ^  ..Jr+,  C^k  4-  2)  (2k+-ò)...  (2«  +  1) "°         ''J  • 


íB2Ht  =  sin2^^'a- 


Oii  a  d'abord 
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fz^'^+i  cos  zdz  ^.zV 


s 


sin2«^2  2  \-2k  +  2)  ('2k  +  3)  . . .  (2n  + 1)' 

£-'+'  COS  zi^z 


0. 

s 

La  première  égalité  donne  ensuite 

/•  zS''-  dz    ^2n^l      p'+'coszf/z  (2n  +  lX-;.V 

jsin2"-riz~2A;+l    J     sin^"^^^     "    *'^(2Â;+ 1)  (2A;  +  2)  . . .  {27i  + 1)' 

et,  píir  conséquent, 


/      [e  2?sin  O  _  2  cos  2  (p  cos  d)  +  e-^?^"'  *]-"+' 

(2«  +  li4r.i:.' 5_ 

2*"-'  (2/^-1-1)  (2/i:  +  2j  .  .  .  (2»  +  1)  *  p+i' 
On  trouve,  au  moyen  de  cette  égalité,  les  résnltats  suivants: 
p-  cos[(2k-{-1)e  +  (2n  +  l)m]de 

O     [e2?smfj_2co3  2(Pcoâe)+e-2?sinOJ   - 

„("-*)  _ 


2="'  (2A;  -H  1  j  {2k  +2)  ...  2n  "  ,3^*-' 
p-  sin  [(2A;  +1)  6  +  (2w  +  D  cu]  <ÍÔ 

o     [-ga^sin  O  _  2cos  2  (p  cos  6)  +  e-2p-sine] 
Ou  trouve  aussi 


Ii--M  =  0- 


/■2- cos  [1 2k  +  1)  e  +  2n  to]  rfô 

j     [g  2? sin  O  _  2  COS  2  (P  cos  6)  +  e-2psin  OJ» 


^     [e2?sme_2cos2(pcose)  +  e-2?""«]" 
sin[(2/^  +  l)e  +  2»(o]í/e 


O, 


=  0. 


Les  formules  obtenues  au  n.°  3  sont  compiises  entre  oelles  qn"on  vieiít  de  trouver,  eomme 
on  peut  le  voir  en  posant  ^-  =  0  et  en  ayant  égard  à  Tégalité 


II. 


Sxir  cixiel<iu.es  rolaMoiis  entre  les  iioiiiln-es  de  líenioulli 
et  entr-e  les  iioiiilji-eís  tl'li;iilex' 


6.     Appliquons  la  formule  (1.)  à  la  fonction^ — . 

sin  o; 

Comme  on  a 

/(0)  =  1,  /"(0)  =  2(2-l)B,,/^*(0)  =  2(23-l)B3,  . 
/2«)(0)  =  2(22"-<-l)B,„_i 


et 

/(0)  =  f"(0)=...=/2n-l)(0)  =  0, 


Bt,  B3,  Bõ,  .    .   representar) t  les  nombres  de  Bernoulli,  on  trouve 

(2n) 


Mais,  on  a 

.  5=  1.3.  5...(2«— 1)  . 

a;  =  sina3+   v  — -^ ^r— - — -— 8in-''+ía;. 

„^í2.4...2n(2n+l) 

En  couiparant  ces  deux  resultais,  on  obtient  la  relation  de  réeiirrence  entre  les  nomhres 
dt  Bernoulli: 

I  (2s-.-« -  1)  B.,._,  +  Syj  (22"-3-  1) B.,._3  +  . .  .  +  Sr"(2  -  1)  B, 
(2.)  [1.3. 5...(2n-l)]3 

(  -  2(2«  +  l) 

VOI..  II  CQ 
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II  resulte  iminédiatement  de  cette  identitó  la  représentation  suivante  des  nombres  consi- 
deres au  moyen  d'un  determinant: 


Bi,,-)     2(22''-i  — Ij 


tí| 


O       o 


GO— 1) 
Q(»-2) 
COi— 3) 


OU 


«2«-l  = 


[1.3...  (2«  -  1)12 


2n+l 


,       IÍ2I1-3  = 


[1  ■  3  ■ . .  (2«  -  3)]2 


2íi  — 1 


"1  =^ 


En  posant 


B,„_,  =  (2-^«-'  -  1)  B,„_„  B,„_3  =  (22''-3  _  1)  B,„_ 


ou  peut  écrire  symboliquement  la  formule  (2.)  de  la  manière  suivante: 


B'  [B'2  +  22]  [B'2  +  42]  . . .  [B'2  +  (2n  -  2)2]  =  ±-  «,„_, , 


oii  on  doit  remplacer,  après  les  multiplications,  les  exposants  des  puissances  de  B'  par  des 
Índices. 

7.  En  partant  de  la  fonction  tang  x  et  en  employant  une  analyse  semblable,  on  trouve 
une  autre  relation  de  récurrence  entre  les  nombres  de  Bernoulli  et  une  autre  expression  au 
moyen  d'un  determinant  des  mêmes  nombres,  oíi  íigurent  les  quantités  représentées  par  sí^].i. 

On  a,  en  eífet, 

/(0)  =  ^-^B.,    r(0)  =  ^  ^"^     ''b3,  . .  .,/2..+.)(0)  =  í ^^^ 'b,„+., 


/(0)=/'(0)=...=/(2'.i(0)  =  0, 


et,  par  conséquent, 


22n+l 


tang  £c  =  S  - 


22«+2_l 

n+1 


B,„+i+2^"-- 


22«_i 


41V.B2„-i+...+2 


22—1 


"211+1 


B, 


(2n  +  l)! 


l2"+'  X. 
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Mais,  d'un  autre  côté,  on  a 


1.3.5...  (2n-l)  . 


tangx=   Z 

„=o        2  .  4  . . .  2n 


En  comparaut  les  deux  développements  on  trouve  la  relation  de  récurrence 


(3.) 


2-<''-rí)  — 1                                             2-''— 1                                                  92  _1 
92'.+í     Z IR:.   ,  ,  +  92"-l  <!<'>    r ITU     .-!-         -i-9«(">   t IR, 


n+1 


=  [1  .3.5...^2n— l)]2(2n-}-l), 


dont  on  tire 


B2„_l 


n-l-1 


Vin-I  (2-  "-"  - 


■1)^ 


I 


(t) 
í.1-1 

*r;^i 

1 

« li          : 

<-v 

0 

1       ; 

«r!' 

1        o        o 


ou 


i„_i  =  ;i .  3 . 5 .  . .  (27i  -  V)r-  (2n  ^  1\     t;3,._3  ="1.3.5...  [27i  -  3)]*  i,2h  -  1), 


En  posant 


22"+«(2-'"-i-*)  — 1)                   „           2-«-i(2-"— 1) 
Bi'i-1  = — — -^ Bí„^, ,     Bé'„_i  = ~ B-2„_i,  . . . , 


on  peiít  écrire,  symholiquev\mt ,  la  relation  (3.)  de  la  nianière  suivante : 

B"  rB"2  4- 1^;!  rB"3-i32\ .  .^B"í-'^  (2»  -n2]  =  i-i„_, , 

oíi  on  doit,  comme  précédeminent,  reinplacer,  après  les  multiplications,  les  exposauts  de  B ' 
par  des  Índices. 

8.     On  peiít  trouver  encore  uue  autre  relation  interessante  entre  les  noiubres  de  Beiítoitl/i 
en  partant  dii  dévelcppement  suivant  de  xcotx,  qu'on  obtient  au  moyt-n  de  la  furinule  il/>: 


a;cota;=I—  1  


«=i 


(2») 


\\ 


^S^-"2^B,     .  ,„ 
sin-"a; 
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et  en  le  comparant  au  développenient  suivant: 


a;cot£c=  1  —  S 


^     2.4.6...(2w-2) 


„=i     y .  õ . .  .  (2ji  +  ] ) 


que  nous  allons  démontrer. 
Posons 


03  cot  as—  SA2„sin^"a; 
et,  par  conséquent, 

z cot?: cos z  cosz      2,    .       .   ., 

— .   ,   I  . =  — .   „   I  . —  2.  A-2,,  sin-"  z , 

sin^"+*  z  sin2"+»  z  ^=0 

et  intégrons  les  deux  membres  de  cette  égalité  le  long  d'uiie  circonférence  s  ayant  le  centre 
à  l'origme  des  coordonnées  et  dont  le  rayon  suit  assez  petit  pour  que  cette  série  soit  conver- 
gente dans  Taire  que  la  circonférence  limite.  Puisqu'on  a 

■•cos  z  dz 


/     sm'"z  '     '■    <    ^ 


et 


on  trouve  ainsi 


Mais,  nous  avons 


et,  puisque 


et,  par  conséquent 


nous  avons  aussi 


'  cos  zdz 


/  coa  zdz      _  . 
— v--=2l7t, 
sinz 

2lT.  J 


z  cot  z  cos  z  dz 


rz cot z cos  zdz       r     zdz  í    zdz 

I       sin2«+íz         J~^^+^~'l  ^2í^' 


,_  -    2.4...(2«^  2)      1    .  ,„ 
''~nÍ'r.3T..(2n-l)'  •  n  ""'   ^' 


2,    2.4...  2n-2     .  ,     , 

z  =  cos  z  £  — — f- ■—  sin2"-i  z, 

«=2  l.á.  .  .(2m— 1) 


r   zdz  2. 4..  .(2/1-2)        T    i^ c,-         2.4...2n 

/   sin-2»  z  ~        1.3...(2n-l)  '    J  lin^^^  ~  "^"^  1.3...(2n+l) 


i 
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Donc 


^'-i/ 


zcotzcoszrfz  2.4.  ..(2n  —  2) 

sin2"+'  z      ^^   1.3.5...(2íi  +  l) 


Le  deuxième  développement  de  «cota;  préeédemment   indique  resulte  immédiatement  dt 
cette  égalité,  et,  en  le  coinparant  au  premier,  on  trouve  la  relation 


(4.) 

qui  donne 


oh. 


22"  B2„_,  +  S.^::  22f-<)  B.„_3  +  ■ .  •  +  S^"  22  B, 

[2.4.6...(2n  — 2)]2  2w 
2^1+1  ' 


^in-i  = 


2in 


M2„-4    1     sí;l„ 

W2n-6        O  1 

W„  O  O 


r2.4...(2n  — 2y2  2n  [2.4. .  .(27i-4)P2(n- 1) 

Win-2  = õ n — ^^^ '      "2n  -i  =  ^= 


2n  +  l 


2«-l 


•>    "o- 


9.     On  peut  trouver  pour  les  nomòres  d'Euler  des  relations  analogues  à  celles  qu'ou  vient 
d'obtenir  pour  les  nombres  de  Bernoulli. 

En  effet,  en  représentant  ces  nombres  par  Ej,  E4,  Ee,  . . .,  on  a 


(5.) 


1         ^       Ea    ,      E4     ,  ,    Ee    s  , 
cos  X  2 !  4 !  6 ! 


et,  par  conséquent,  en  appliquant  la  formule  (1.)  à  la  fonction  >  on  trouve 

cos  X 


=  1  +   i    ;^r-^-j Sin-"  X. 

COS  X  n=i  i^^n) ! 


Mais,  d'un  autre  côté,  on  a 


=  1  +  -^  sin-  X  + . .  •  - 

cos  X  2 


1.3...(2n-l)  _ 


2.4...2n 


sm*"  X  + . 
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"Done  nous  avoíis  la  relation  de  récurrence  suivante  entre  les  nombres  à'Eider: 
(6.)  E,„  +  S;!.>E,,„_„  +  . . .+  Sr"E,=  [1.3.5.  . .  (2n-l)f, 

dont  il  resulte  rexpression,  au  moyen  d'iin  déterminant,  des  mêmes  nombres: 

Gd)     C(2)  :      coi-i) 

"2n— 1         ''2/1         '-'Sii  .         'J^n 

"•2n— 3  '^  >~í(n— 1)  •  >J2iii— I) 

Ean  =   a.2„_.,     o  1  :     S^";;!^) 

10      0        •;     1 


ou 


a.„_,=[1.3.5....(2»-])P,     a,„_3=[1.3.5...(2n-3)P,  ... 


IO.     Coiisidérons  encore  la  fonc-tion  ^-^— ,  pour  trouver  une  autre  relation  entre  les  nom- 


bres  à'Euler,  oíi  íigiireirt  les  nombres  representes  par  s'£^í- 
Puisque 


sino;  Ei    3      Ee     5 

cos- a;  o!  o! 


/(O)  =  O,    /'  (0)  =  E2,    /"  (0)  =  O,  .  .  . ,    /(2«)  (0)  =  O,    /^2"+i)  (0)  =  E2„+2 , 


et,  par  conséquent, 

Mais  on  a  aussi 

Donc 

(7-) 
et 


sin  X         »  E,„+,  +  4!.V.  E2„  +   .  .  +  «í^,  E, 


C03"  X  „=o 


(2«  +  l)! 


sm^  X. 


sin  03  .        ,.,,.., 

-z —  =  sin  X  -\-  sin-*  X  -y-  sm"  x-\- .  . 

cos-  X 


E.,,+2  +  4:V.  E,„  +  •  .  •  +  <,  E,  =  (2n  +  1) ! 


(2»+i)!  4:v.  4v.   i  *-;. 

(2)1-1)!       1        <L,      :     s'., 


Ejn+S  = 


211—1       :      "2»— I 


(2«  — 3)!       O         1 


1  O        O 
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Les  formules  (6.)  et  (7.)  peuvent  être  écrites  symboliquement  de  la  manière  suivante: 

E2  [E2  +  22]  [E2  +  r-]...  [E2  +  (2n  -  2)2]  =  [1.3...  (2n  -  l)]^, 
E2[E2+l2][E2  +  32]...[E2  +  (2n-l)2]  =  (2«+l)!. 

11.  La  méthode  qu'on  vient  d'eraployer  pour  trouver  quelques  relations  entre  les  noiíi- 
bres  de  BernoulU  et  d'Euler  donne  aussi  des  relations  entre  les  nombres  representes  précé- 
demment  par  Sá"'  et  sj"^,.  Nous  indiquerons  ici  Ia  suivante 

*2ii+i  —  *2.i-t-i     r  *•.>«+!  — .  .  .  in  1 U, 

qui  resulte  d'appliquer  les  formules  (1.),  (2.)  et  (3.)  à  la  fonction  sina;,  et  la  suivante: 

Si:i+„  -  S^iiVl.  +  S^í!)  —  •  •  ±  1  =  L 1  •  3 . .  .  (2n  -  1)]2  (271  +  1  j, 

qui  resulte  d'appliquer  les  mêmes  formules  à  la  fonction  cos  x  et  de  coniparer  le  résultat  au 
développement 

,        1    .  „  1         .  ,  1.3 

cosa;=]  —  y  sm- a;  —  — g-gi"  sm*»;—      ^^  sini^x  — . . . 
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ALGUNS  IRÍIGOS  SOBR[  EÍM  QUESÍÕLS  l[  GíOiíRIi  mUWU 


vOL.  11  RR 


ON  THE  RECTIFICATION  OF  BOOTH'S  LOGARITHMIC  ELLIPSE  AND  LOGARITHMIC  HYPERBOLA. 


(The  Quarterly  Journal  of  pui-e  and  applied  Mathematics,  t.  XXXVI.  London,  1904). 


The  geometrical  representation  of  the  elliptic  integrais  of  tlie  tliird  kind  caused  Booth  to 
consider  two  eiirve.s  of  double  eurvature  whieh  he  named  tlie  lofjariíhviic  ellipse  and  the  loga- 
rithmic  hyperhola  iii  his  iniportant  work  —  A  Treatine  on  some  netv  geometrical  meihods  (Lon- 
don, 1877,  t.  II;  p.  51  and  p.  76)  —  where  it  is  shown  that  the  rectification  of  those  curves 
depends  on  elliptic  integrais  that  are  subsequently  reduced  to  LegeDdre's  fundamental  forms 
of  tiie  first,  second,  and  third  kinds. 

In  order  to  obtain  this  reduction  tlie  eminent  mathematician,  Booth,  employs  a  special 
analysis  for  each  of  these  two  curves,  but  nevertheless  there  exists  between  tlieir  equations 
the  same  simple  relation  that  exists  between  the  equations  of  the  ellipse  and  the  hyperbola. 

The  natural  and  simple  methcd  employed  in  the  case  of  the  logarithmio  ellipse  is  not 
easily  employed  in  the  case  of  the  logarithmic  hyperbola,  as  the  author  says,  therefore  ano- 
ther  method  is  used,  but  this  one  is  not  so  simple  and  rather  artificial. 

Now  in  this  paper  I  propose  to  undertake  the  above  mentioned  reduction  by  means  of  an 
analysis  applicable  to  both  curves,  and  whieh  in  the  two  cases  is  not  less  natural  or  less 
simple  than  Booth 's  analysis. 


On  tlic  loffarithmic  ellipse. 

The  logarithmic  ellipse  is  the  intersection  of  the  paraboloid  of  revolution  and  the  elliptic 
cylinder  with  the  same  axis;  the  equations  are  therefore 
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The  eleiuent  of  tlie  are  is  given  by  the  formula 

Assuming  now 

(  "'^)  ^^- ^^^\/>:- +  «^ -&-^)//— ^■^/^■■^  =  (A+B^/2) (C  +  B/2)= AC+B (^ 

where  A,  B,  C  are  given  by  the  eqiiations 

B  =  -^^^-,     A  +  C  =  F  +  a2-&-,     AC  =  -bVc'-, 
b- 

we  infer  that  A  and  C  are  the  roots  of  the  equation 

(1)  X2  -  (A;2  +  a?  -  62)  X  -  b^-k"-  =  O, 

and  the  above  formula  may  be  written 

(A  +  B/)(C  +  By2) 

Now  if  \ve  put 

A  +  By2  =  (C  +  B3/2)^í^ 

we  obtain 

,  (C-A)2A  t^dt 


(2) 


A;i/CV(A  +  Bè*j     (l-Aí*)V[(l-f2)(l-/í2)j 

where 

A_A      -a- A  C+B62^  A     C-(a^-ò^) 
C  '    -^  ~  C  "A+BÒ^"  C  ■  A-(a^-62)  ' 

r 

In  this  formula j-  is  positive  and  thereforej  real;  this  may  be  proved  by  observing  that 
A  and  C  have  different  signs  as  well  as  C  —  (a-  —b-)  and  A  — («-  — ò-;,  these  four  quantities 
being  the  roots  of  equations  (1),  and 

X?  -  {k^-  +  62  _  ah  Xi  -  a«Â;2  =  O, 

the  latter  resulting  from  the  substitution  of  X|  +fr-_J2  f^.  ^  jn  (I). 


à 


341 


We  may  fiirtlier  prove  tliat_y-<l, 

Assuming  A  to  represent  the  negative  root  of  (I),  the  above  inequality  is  eqiiivalent  to 


A|     C-(a2-^ 


C      I  A  1+0^-6^ 


wliicli  is  satisfied  by  the  valiies  of  A  and  C,  siiice  j  A  |  <  C. 

f- 
Substituting  now  iii  equation  Ç2\  for  .,   -  .-^rs  Ibe  value 

°  ^  (1  — nt-j- 


r- _^r 1 i_ 


we  obtain 


ãs 


(C-A)*A 


and  putting 


dt 


dt 


(1  -he-)  / 1(1  -<^)(i -r-e-,\  ^(i-hf-r-v \{i-t'-){\ ~f-m 


we  lind 


'=^'°'^'     ^  =  fcv/C%(A+V/     ^?=v/(l-r-n'-'^), 


*  ~      [     J(  l  -  A  siii2 »)  Aa.  "^J  (1-  A  sin^  »)*  A? 


Using  the  following  results  (easily  obtaiiied  from  well  known  formula;  for  the  reduction  of 
eUiptic  integrais) 


+í/< 


/do  h-  r      tincpcosísA» 

i: 'Ji 1 

/{l-Asin*»)A-iJ 


1  —  h  sin-  o] 


do      '•òf-2kf-2k  +  h^-   f 


/a-.s,„.„4l  =  (.-^A)/i+^,./.,.„ 


which  give 


{l-Asin*s>)*A-^        2{l-h)(h-f) 


sin  o  cos  o  lo 
1  — A  sin*  o 


J 

/ií  J'\-f    '    hj     '^    •  A*  ./(l-Asiii*ç))Aç 
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we  iâiid 


+ 


K  r      A^  9Ín  Cp  cos  tp  Atp 


By  this  formula  we  obtain  s,  and  it  follows  that  this  quantity  depends  on  elliptic  integrais 
of  the  first,  second,  and  third  kinds. 


II. 
Oii  the  logaritlimie  hyperbola. 

We   proceed  now  to   consider  the  logarithmic  hyporbola,  which  is  the  intersection  of  the 
paraboloid  of  revolution  and  the  hyperbolic  cylinder  with  the  same  axis. 
The  equations  of  the  curve  are 

Comparing  these  equations  with  the  equations  of  the  logarithmic  ellipse  it  will  be  seen 
that  we  can  transform  the  expression  of  ãs  given  by  formula  (2)  to  the  expression  of  ds  in 
the  case  of  this  latter  curve  by  substituting,  for  l^,  —  ò*,  and  we  get 


K  r      h'^  sin  cp  cos  cp 

^^2(l—h)(h  —  p)i  l-/ísin2^ 


+ ./a,  a, + if  -  k)f^  +  (.^  -/)^_,3t ,),--]  > 


where 


h-—      '^-A     C  -B^'  _  A    C-(aa  +  ;.g)  (C-A)^A 

C    -^  ~  C'  A-B6"^   ~  C  A-(a«+è2)  '  A;/CV(A-BÒ2)' 

A  and  C  are  now  the  roots  of 

X2  _  (A;2  +  «2  +  62j  X  +  ò^k^  =  0. 


] 
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As  in  the  preceding  case   it  will   be  similarly  found  that   A  and   C  have  the  same  signs, 
and  A—(a--\-b^)  and  C  — (a*  +  &*)  have  diíFerent  signs;  therefore^-  is  negative  andj  imagi- 

nary.  Let!p  =  -^it  — -]),  we  have  then 


K 


r      li?  sin  <j)  cos  ;{>  A-j» 


where 

If  now 

A'].=v/^l-/)l/(l— ytsin--{<),     1  -Acos2'];=(l_/i)(l-/i,sin*'», 
where 

/  A(C-a^-i-)  Ã 


we  obtain 


^í     yi"_l       („4-j_6íj(C-Aj  '    ^"      /i-1 


K 


r    /i2  sin  tj>  cos !})  A'])  .     r 

•2(i-A)(fe-j^L — nrrai;— v/(^--^-)\/^''>^'í' 

f^h     cd^ r—f-         r        d^   "I 


where 


A,-l;=/(l-J?sin'<J;). 
The  above  expression  oí  f,  proves  that  j,  is  real  and  tliat  f,  <'i. 


11. 

SOBRE  UNA  PROPRIEDAD  DE  LAS  CÚBICAS  CIRCULARES. 

(Revista  trimestral  de  Matemáticas,  t.  IV.  Zaragoza,  1904). 

Es  bien  conocido  el  siguiente  teorema,  relativo  ú  las  cúbicas  circulares: 

Si  una  circunferência  corta  á  una  cúbica  circular  en  cuatro  jnmtos  A,  B,  C  f/  D.  cada 
una  de  las  rectas  AB  y  CD  corta,  á  la  curva  en  nn  tercer  punto,  Vj  ij  F,  tales  que  la  recta  EF 
es  ijaralela  ã  su  asintota  real. 

Las  rectas  AC  y  BD  gozan  de  la  misma  propriedad,  asi  como  las  rectas  AD  y  BC. 

Eli  una  excelente  obra  de  Basset(')  se  lialla  una  demostración  de  este  importante  teo- 
rema, por  médio  de  las  coordenadas  trilineales.  \  esta  demostración  puede  darse  una  forma 
más  elemental,  recurriendo  á  las  coordenadas  cartesianas  obiícuas,  conforme  se  verá. 

Sean 

(íc2  +  rf)  (px  +  qy)  =  Aíc^  +  Bxí/  +  C  í/^  -f  Dx  +  E^/  +  F,     (x  -  Xi  ?-V(y-  yif  =  W 

las  ecua<úones  de  la  cúbica  y  de  la  circunferência  consideradas. 

Anadiendo  á  los  dos  niiembros  de  la  ecuación  de  la  cúbica  la  expresión 

(«?  +  Z/l  —  2a;Jíi  —  2?/?/,  —  R-)  {px  +  qy), 

puede  reducirse  esta  ecuación  á  la  forma 

[{x - x,f  +  {y-  yif  -  R2]  {px  +  qy)  =  A,x'-  +  Bixy  +  Ctíf  +  D,x  +  E,.y  +  F, 

mediante  ia  cnal  se  ve  que  los  puntos  de  interseeción  de  la  cúbica  con  la  circunferência  dada 
coinciden  con  los  puntos  de  interseeción  de  la  misma  circunferência  con  la  cónica  cuya  ecua- 
ción es 

A|£c'2  +  B,xy  +  Ci?/2  +  Dix  +E,y  +  F  =  0. 


(')  Basset  —  An  elementar;/  TreaUse  on  ciihic  and  qiiartic  curves.  Cambiidgc,  l'.)til. 


i 
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Tomando  aliora  para  nut-vos  fjes  de  coordenadas  las  rectas  AC  y  AB,  poniendo  AC  =  a 
y  AB  =  è,  y  observando  que  las  equaciones  de  la  cúbica,  de  la  cónica  y  de  la  circunferência, 
referidas  ai  nuevo  sistema  de  coordenadas,  deben  dar  x=0  y  .r=f/,  cuando  se  baga  ?/=0, 
y  que  deben  dar  ?/  =  ()  d  y^h,  cuasdo  se  baga  a;  =  0;  se  ve  que  estas  viltimas  ecuaeiones 
deben  tener  la  forma 

(1)  A'íx{x  —  a)  +  'e^2xy-\-G'iy(y  —  h)=0, 

(2)  x{x-a)^líxy  +  y{y-h)^0- 

y  que,  por  consiguiente,  la  ecuación  de  la  cúbica,  referida  también  á  los  nuevos  ejVs,  dtbe  ser 

,  (3)      [x  {x  —  a)  +  Kxy  +  y(y  —  6)]  (pix  +q\y-  ri)  =  A^x  (x  —  a)  -^  B^xy  +  Ciy(i/  —  ò). 

Esto  sentado,  eliminando  y(y  —  h)  entre  las  ecuaeiones  (1)  y  (2),  se  obtiene  la  ecuación 
X  =  O,  que  representa  ia  recta  AB,  y  la  ecuación 

(4)  ( A-2  -  Câ)  (x-a)  +  (B-i  -  KCa^  y  =  0, 

que  debe  representar  la  recta  CD;  y,  substituyendo  en  la  e:;uación  (3)  B^y  por  su  valor  dado 
por  la  (4),  se  obtiene  Ia  ecuación  (2),  que  representa  una  circunferência  ya  considerada,  que 
pasa  por  los  puntos  D  y  C,  en  que  la  recta  DC  corta  á  la  cúbica,  y  Ia  ecuación 

2nx+qiy  +  ri  =  Ci, 

que  representa  una  recta  que  debe  pasar  por  el  tercero  de  los  puntos  en  que  la  DC  corta  á 
la  cúbica,  ai  cual  repi-esentareraos  por  la  letra  F. 

Poniendo  aliora  x  =  0,  en  esta  última  ecuación  y  en  Ia  ecuación  (3),  se  ve  que  la  recta 
representada  por  ella,  pasa  también  por  el  punto  E,  en  que  la  recta  AB  corta  â  Ia  cúbica 
representada  por  la  ecuación  (3);  y,  como  su  coeficiente  angular  es  igual  ai  coeficiente  angular 
de  la  asíntota  de  la  cúbica,  conclúyese  que  EF  es  paralela  á  esta  asíntota.  Y  el  tlieorema 
queda  así  demostrado. 


VOL.    II 


III. 

NOTA  SULL'  APPLICáZIONE  DEL  TEOREMA  Dl  FAGNANO 
AGLI  ARCHI  DELLA  LUHACA  Dl  PASCAL  E  DELLA  SINDSSOIDE. 

(Periódico  di  Matemática,  t.  XTX.  Livorno,  1904). 

Quando  lo  sviluppo  deirarco  di  una  curva  sia  esprimibile  mediante  un  integrale  ellitico  di 
seeonda  specie,  alie  proprietà  degli  archi  di  ellisse  corrispondono  evidentemente  proprietà 
degli  archi  delia  curva  considerata.  Vogliamo  vedere  iu  quanto  segue  quali  sono  le  proprietà 
che  corrispondono  ai  teorema  di  Fagnano  nel  caso  delia  lumaca  di  Pascal  e  delia  sinussoide. 

1.     K  noto  che  Tequazione  delia  lumaca  di  Pascal,  in  coordinate  polari,  è 

p^  a  cos6  +  ^ 
e  che  lo  sviluppo  dei  suoi  archi  è  dato  dalla  formola 


ú 
quando  h  <  a,  o,  ponendo  6  =  2-^, 


=  (« + ^)  fvA^^^^^jí^^e .  rfe, 


=  2(«-.)/yi-^sen^,.., 


ossia 


per  Cl 


s  =  2  (a  -L  h)  /■?  [/l  -  k^  sen2  9 .  (7cp  =  2  (a  -^  h)  E  (k,  ç), 
ú 


k:  ^"^^ 


[a+hy- 
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Ciò  posto,  applicliiaiuo  alia  curva  considerata  la  foimola 


k^  sen  »i  cos  «i 
'  =  » 


v/l  —  k-  sen*  'si 
0Íie  si  verifica  quando  s^i  e  'fn  soddisfano  alia  relazione 

1 

tang'5i  tangç-2  ■ 


ed  alie  diseguagliiinze 


[/1-k-^ 


0<?í<-^'        0<?-2<-^ 


2 

Rappresentando  con  V  Tangolo  fatto  dalla  tangente  ne!  piinto  corrispondente  a  -f  eol  vet- 
tore  di  questo  piinto,  notando  che 

^^         r/6  a  cos  d-^h 

tang  V  =  o  ^—  = ; —  ? 

'  ap  «seno 

e  faeendo 

--  a  sen  O  2a  sen  -^  cos  ■■:/ 

cos  V  = =  7 ,,    ,    '      --J J 

1  (a-rh)  \/l—k^sen-'^ 


(«  +  *5y/ 


1— Fsen^  .^ 


possiamo  scrivere, 


E  (/.,  '^0  +  E  (k,  -f .)  -  E  (k,  ^)  =  ^'^;+^^  cos  V. 


Ma,  d'altro  lato,  se  A  e  B  sono  i  punti    delia  curva  pei  quali   o  assume   i  valori  O  e  -^, 
e  se  M,  M'  sono  punti  pei  quali  '^  piglia  i  valori  '^\,  cpa,  abbiamo 

arco  AM  =  2  (a  +  Ã)  E  (k,  si),     arco  AW  =  2  («  +  //)  E  {k,  !fá), 
arco  AH  =  2  (a  +  A)  E  (k,  -^ )  • 


Quindi, 


poileni 


arco  AM  — «)fol5M= cos  \  i  =4rt  eosVi, 


a  +  h 

tang  -í  I  tang  -íj  = y  ■ 

a  —  li 


348 


Si  può  poi  construire  la  difFerenza  degli  arclii  AM  e  BJl'  delia  lumaea  di  Pascal  pigliando 
sul  vettore  dei  punto  M  un  segmento  eguale  a  ih  e  proiettando  sulla  tangente  alia  curva  ia 
questo  punto. 


2.  Consideriamo  ora  la  sinussoide,  la  cui  equazione  è 


y=  a  sen 

•^  m 


Abbianio, 


o,  tacendo 


s  = 


o 

7  " 

?/  =  asen',5,     A;  =  — , —  > 

s=  v/«2 4- TO-  /  '  /l— A-sen^.cZ'^. 


Applichiamo  anche  adesso  allintegrale  che  entra  in  questa  foruiola  la  relazione 

T^ /7        N  ,  T-i /7       s       1 1     ~\       A;^  sen  cij  COS  cpi 
E  (k,  'íO  +  E  (/i,  cp2)  -  ( ^  ^)  =  -— — ^^^-Zâ  , 
\       ^/        \j\  —  A;-sen^'-p[ 

che  ha  luogo  facendo 


1  T.  X 

tang  tpi  tang  cpa  =  ^^=  ■>    O  <  oi  <  -r-  ?     O  <  02  <  -r-  > 


e  notiamo  che  è 


k-  sen  tp  cos  'f  y  ^a-  —  y^  Ivn?  +  d^  —  y^ 

i/l  -  Â;2  sen^  ~  v^oM^^  v/^2ip:^ií^2 '         ~  ^  V        ^-I^""  ' 

rappresentando  con  T  la  lunghezza  delia  tangente  alia  curva  nel  punto  (a;,  y). 
Si  ottiene  cosi  Teguaglianza, 

E  (A:,  cpO  +  E  (/c,  'í,)  -  E  (k,  I-)  =  -—4 


+  «2 


ove  y\   rappresenta  l'ordinata  dei  punto  delia  curva  eorrispondente  a  'f  = 'fi  e  Ti  la  lunghezza 
delia  tangente  alia  curva  nello  stesso  punto. 

Ma  d'altra  parte,   se  O  rappresenta  il   punto  delia  curva   che   coincide   coirorigine   delle 
coordinate,  A  il  punto  che  corrisponde  a  x  =—??)-,   M   e  M'   i    punti    che   corrispondono   a 
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'j.  =  !f.i  e  •i>=''^2,  S  ed  N  i  punti  nei  quali  la  tangente  e  la  normale  alia  curva  in  M  incontrano 
Tasse  delle  ascisse,  Q  la  proiezione  di  ]\I  su  que8t'asse  ed  L  il  punto  in  cui  la  perpendicolare 
ad  MN  condotta  per  Q  incontra  questa  retta,  abbiamo 


arco  OM  =  V^a^  +  m*  E  (Jt,  c?i),     arco  OM'  =  v/a*+  m* E  {k,  cp^), 

arco  OA  =  \^^^+^^  E  (fc,  ^) , 

y,  =  MQ  =  T,senMSO,     QL  =?/i  sen  MSO ; 
dunqufe 

arco  OM  — arco  AM'  =  QL, 
quando 

tang-fi  tang92  = 


m 


IV. 

SDR  LE  NOMBRE  DES  TANGENTES  QO'0N  PEDT  MENER  A  UNE  CODRBE 
PAR  UN  POINT  SITDÉ  SDR  LA  COURBE. 

(Ij'Enseignement  mathématique,  t.  VTI.  Paris,  1905). 

1.  Le  prolilèuie  qui  a  pour  but  la  détermination  du  noiubre  dfs  tangentes  qu'on  peut 
mener  à  une  courbe  algébrique  par  im  poiíit  situe  sur  la  courbe  se  lósuut  d'une  maniòre 
presque  intuitlve  quand  on  considere  seulement  les  tangentes  réelles,  comme  on  peut  voir 
dans  Touvrage  de  Basset,  An  elementary  Treatise  on  ciibic  and  quartic  curves  (Cambridge, 
1901,  p.  17).  Mais,  quand  on  veut  étudier  cette  question  d'une  manière  générale,  en  consi- 
dérant  les  tangentes  réelles  et  imaginaires,  sa  résolution  est  inoins  facile.  Cest  à  ce  point  de 
Tue  general  que  s'est  placé  Salmon  dans  son  ouvrage  sur  les  courles  planes  (édit.  française, 
Paris,  1884,  p.  89),  oíi  il  a  donné  à  cet  égard  uu  tliéorème  important,  qu'il  a  obtenu  par  une 
elegante  méthode  algébrique. 

Or,  nous  allons  nous  oecuper  de  cette  question,  en  nous  plaçant  aussi  au  point  de  vue 
algébrique  general,  pour  donner  une  démunstration,  que  nous  croyons  nouvelle,  conduisant 
par  une  niótliode  plus  élémentaire  au  résultat  obtenu  par  Téminent  géomètre  anglais. 

2.  Soit 

ftx.i/)  =  Q 

Féquation  de  la  courbe  considérée  et  m  son  degré. 

L'équation  de  sa  première  polaire,  par  rapport  au  puint  (j'i,  j/i),  est,  comuie  on  le  sait, 
la  suivante : 

.^.(a;_a,.,)  +  |-(^_^,)  =  0, 

et  son  degré  est  égal  à  m  —  1 . 

Cela  pose,  nous  allons  démontrer  le  leinnie  suivant: 

Si  (xi,  7/1 )  est  un  point  multiple  d'oulve  Ic  de  la  cuurhc  considérée,  il  est  cussi  un  point  iiml- 
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tiple,  de  mtmc  ordre  de  sa  polaire,  et  les  k  hranches  de  la  courbe  qiii  se  coupent  en  ce  point,  sonf 
tangentes  aux  k  branches  de  la  polaire  qui  s'y  coupent  aussi. 

()n  peut  considérer  coinme  compris  dans  cet  énoncé  le  eas  oh.  (sc),  ?/i)  est  nn  point  simple 
de  la  courbe,  en  siipposant  alors  k=í. 

Pour  démontrer  le  lemme  précédent,  écrivons  1'équation  de  la  courbe  de  la  manicre  sui- 
vante : 

f{xi+x  —  xi,     ijiAry—iji)  =  0, 

et  cnsuite  développons  son  premier  membre  snivant  les  puissances  de  x  —  X{  et  y  —  yi'i  ce 
qui  donne 

ou,  sijmholiquement, 

"="'  l    Vèf  õf  Tf") 

s:         \J(x-xO+-/-{y-yi)       =0. 


L'équation  de  la  polaire  de  cette  courbe  peut  être  écrite  de  la  manière  suivante,   en  or- 
donnant  aussi  son  premier  membre  suivant  les  puissances  de  a;  —  xi  et  y  —  yi: 


e/ 


9/ 


6* 


^{x-xi)  +  -^(y-yi) 


^yi 


+  [^  (—0^  +  2^1^  (.-xO  (y-3.0  +  |f  (^-2/^4 


.  =  0, 


ou,  symboliquement. 


»i=m 


^g(.-xO+;^f^-yO 


í") 


=  0. 


Ces  équations  montrent,  en  premier  lieu,  que  si  (sci,  yi)  est  un  point  simple  de  la  courbe 
considérée,  la  droite  dont  l'équation  est 

|^(x-.0+^(3^-Z/.)=0 

est  tangente  à  cette  courbe  et  à  sa  polaire. 

On  voit  ensuite  que,  si  (xi,  yi)  est  un  point  double  de  la  courbe  considérée  et  si,  par  con- 
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séquent,  ses  coordonnées  Xi  et  yi  satisfont  aiix  équations  -^  =  0,  -t^=0,  les  deiix  droites 
représentées  par  Téquation 

sont  tangentes  au  point  (xi,  yi)  à  la  coiirbe  ot  à  sa  polaire. 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  démontre  le  lemme  énoncé  précédemment. 

3.  En  nous  basant  sur  le  lenime  ci-dessus,  nous  allons  déterminer  le  nombre  des  tan- 
gentes qu'on  peut  uiener  à  une  eourbe  donuée  par  le  point  (xi,  y\). 

Supposons  d 'abord  que  la  eourbe  a  seulement  un  point  multiple,  qui  coincide  avec  (a?i,  yi), 
et  que  Tordi-e  de  ce  point  est  égal  à  k. 

La  eourbe  donnée  et  sa  polaire  se  coupent  alors  en  «i  (in  —  1)  points,  et  Tun  de  ces  points 
coincide  avec  (.t-i,  yi).  Or,  ce  point  ctant  multiple  d'ordre  k  sur  la  eourbe  et  sur  la  polaire, 
11  compte  pour  k^  intersections.  Mais,  commu  les  k  branches  de  la  eourbe  sont  tangentes  aux 
k  branches  de  la  polaire,  chaque  branche  de  celle-là  a  encore  un  autre  point,  consécutif  à 
{xi,  yi),  en  commum  avec  la  polaire.  Donc  le  nombre  des  intersections  de  la  eourbe  et  de  sa 
polaire^  distinctes  de  (cci,  yi),  est  égal  à 

VI  {m—  ])-k(k  +  l). 

Or,  ces  points  coTncident  avec  les  points  de  contact  des  tangentes  à  la  eourbe  menées  par 
{xi,  yi);  et  on  a,  par  conséquent,  en  représentant  le  nombre  de  ces  tangentes  par  i, 

t  =  m{m--l)-k{k+l), 

résultat  qui  coincide  avec  celui  qui  a  été  obtenu  par  Salraon. 

Si  (xi,  yi)  est  un  point  simple,  cette  formule  a  encore  lieu,  en  supposant  alors  k  =  l. 

Si  la  eourbe  dunnée  a  o  points  doulijes  et  v  points  de  rebroussement,  distincts  de  (xi,  yi), 
Ia  valeur  de  t  peut  être  encore  obtenue  facilement,  en  eniployant  la  métliode  dont  on  fait  usage 
habituellement  pour  démontrer  celie  des  formules  de  Pliicker  qui  determine  la  classe  de  la 
eourbe  (Salmon,  l.  c,  p.  77-78)  et  le  lenirae  précédemment  démontre.  On  trouve  ainsi 

t  =  m  (m  -  1)  -  23  -  3v  -  ^  ('.•  +  1). 


SUR  LES  TRANSFORMATIONS  LINÉAIRES. 


(Mathesis,  t.  XXVI.  Gaxid,  1906). 


On  sait  que  si  les  coordonnées  (x,  y)  et  (X,  Y)  des  points  de  deux  courbes  U  et  U'  sont 
liées  par  les  équations 

,,,  aX  +  ÔY  +  c  a'X  +  J'Y+c' 

^^^  "^^  X+^Y  +  í?  '     ^=  X+pY  +  í  ' 

Tune  de  ces  courbes  est  une  perspective  de  Tautre. 

Voici  une  démonstration  bien  simple  et  élémentaire  de  ce  théorème;   elle  est  peut-être 
nouvelle. 

Je  remarque  premièrement  que  les  égalités  (1)  peuvent  être  écrites  ainsi, 


X  +  »Y  +  9 
(2)  '  -r-F    -Tl 


_.rXcosa  —  Ysina  +  A  "1 

~n_     x+»Y+9      '  ""oj' 


o  r  X  sin  a  +  Y  cos  a  +  Â;    ,       1 
^  =  '^L X+^Y+^^ +  2/oJ- 


En  efFet,  Tidentité  des  formules  (1)  et  (2)  exige: 

(3)  3  (cos  a  +  íCo)  =  «  ,     j3  {px^  —  sin  a)  =  ò ; 

(4)  P(sina+3^o)  =  a',     ^(pyg  +  cosa)  =  6'; 

(5)  P(íXp  +  A)  =  c,  ^{qyo  +  k)  =  c'. 

Or,  en  éléminant  a;„  entre  les  égalités  (3),  y,,  entre  les  égalités  (4),  on  obtient 

(6)  ap  — ò  =  P(pcos«  +  8Ína),     «>  — J' =  3  (psina  -  cos  a), 
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relations  d'oú  ou  tire  facilement  ^  et  tang  a  en  faisant  la  somme  de  leurs  carrés  et  en  les  divisant 
Tune  par  Tautre.  Les  inconnues  Xq,  y^  résultent  ensuite  de  1'une  des  équations  (3)  et  (4). 
Enfin,  les  équations  (5)  font  conn^tre  h  et  k. 

Cela  pose,  les  axes  coordonnés  priruitifs  étant  supposés  rectangulaires,  je  change  les  axes 

auxquels  est  rapportée  la  courbe  U'  en  posant 

(7)  /i  +  Xcosa — Ysina^Xi,     Â;-rXsina  + Ycosa^  Yi, 
et  j  "aurai 

(8)  03  =  — „     17  V     1 ra?o,     y  =  — v   _i_7  v   -i_ r3'0- 

Posons  encore 

ai^Xcos«(,     ii^Xsinai,     ci^='ke, 

X,  «),  e  seront  des  quantités  bien  déterminées.  Si  nous  faisons  maintenant 

X2  =  Xi  cosai  +  Ytsinat  +  e^     Y»  =  Yi  cos  «i  —  Xi  sin«i, 

ce  qui  correspond  à  un  second  changement  daxes  pour  U',  les  formules  (8)  deviennent 

(Xa  —  e)  cos  «i  —  Ya  sin  «i 


(9) 


■/JKa 


«o, 


,  (Xa  —  e)  sin  aj  +  Y»  cos  a     ,     , 

[y= ^^ ^+2^0. 

Changeons  maintenant  les  axes  auxquels  est  rapportée  la  courbe  U  en  posant 


,    ,  cosaj 
x  =  x,)-\ T —  —  Xi  cosai  —  yt  sm«i, 


.    ,  sm  ai  . 

y  =  yo  \ : ^i  sir»  «1   lyi  cos  «i ; 


il  vient 

(10)  '^-m^y^^m' 

Pour  achever  la  démonstratiou,  considérons  trois  axes  rectangulaires  OX-2,  OY2,  OZj,  un 
point  P  (O,  O,  y)  sur  Taxe  OZ^  et  un  plan  -  ÇK.t  =  8)  perpendiculaire  à  Taxe  OY^.  Prenons 
un  point  quelconque  A(X2,  Y2,  0)  du  plan  X2  Y2  et  projetons  A  en  B  sur  le  plan  -,  à  partir 


du  point  P.  Les  óquations  de  la  droite  joignant  les  points  A,  P  étant 

X    ^    y    ^2  — T  ^ 
Xa        Y2        —  Y 

on  trouve  pour  les  coordonnées  de  B : 

Rapportons  le  point  B  à  deux  axes  du  plaii  -,  dont  \\\\\  Q'xi  eat  la  trace  de  -  sur  le 
plan  X2Z2  et  dont  Tautre  0'y2  est  Ia  trace  de  -  sur  le  plan  z  =  '{\  les  formules  (11)  prendront 
la  forme 

A.2  A2 

La  comparaison  des  formules  (10)  et  (11)  établit  la  proposition  que  nous  avions  en  vue. 


VI. 

SUR  QDELQOES  PROPRIÉTÉS  DES  CDBIQDES. 

Extrait  d'uiie  lettre  adressée  à  P.  H.  Schoute. 
(Tfieuw  ArcMef  voor  "Wiskunde,  tweede  reeks.   Vil.  Amsterdam,  1906)- 

Nons  allons  donner  dans  cette  Note  quelques  théorèmes  relatifs  aux  cubiques  qui  n'ont 
pas  encore  été  remarques  peut-être. 

1.     Considérons  une  cubique  quelconque  représentée  par  Féquation 

et  la  polaire  du  point  (xi  =  0,  zi  =  0) 

Bxf  -f  2Ca.,  y,  +  'òByf  +  F.t,  s,  -f  2G3/,  s,  ^  Kz\  =  0. 

On  voit  au  moyen  de  ees  équations  que,  si  Ton  prend  pour  côté  des  zi  du  triaugle  de 
reférence  la  tangente  à  cette  cubique  à  un  point  A,  pour  côté  des  xi  un  droite  qui  passe  par 
A  et  par  deux  points  quelconques  Ai  et  A2  de  la  même  cubique,  et  pour  côté  des  1/1  la  tan- 
gente à  la  polaire  de  A  au  point  ou  cette  conique,  dont  Féquation  a  été  écrite  ci-dessus,  coupe 
la  droite  AiA*,  on  a  D  =  0,  C  =  0,  F  =  0  et  K  =  0,  et  que  par  suite  Téquation  de  la  cubique 
considérée  prend  la  forme 

z^  (Gi/\  +  Lzp  -f  Ax]  -^Ba^^y^+  Ex]  z^^Bx^z]  =  0. 

Eemarquons  maintenant  que  cette  équation  fait  voir  que,  si  G  =  0,  le  point  A,  oii  Xí  =0 
et  zi  =  0,  est  double,  et  que,    si  L  =  0,  les  points   Ai  et  Aj,    oíi  la  droite  coupe  ia  cubique, 


á 
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coTncident.  Donc,  si  la  droite  AA1A2  coupe   la  cubiijue  donnée   en  trois  pointa  distincts,  on 
peut  poser 

yi  01     /L 

íCt  ^        Xi    \     Gr 

ce  qui  donne  une  équation  de  la  forme 

y  {x^  +  y-^)  +  B.iy^  +  E,y  +  B,a;  +  A,  =  O, 

laquelle  represente  une  cubique  circulaire  qui  est  donc  une  perspective  de  la  cubique  donnée. 

Voici  maintenant  quelques  conséquences  de  ce  résultat. 

En  reinarquant  qne  aux  points  A|  et  A^  de  la  cubique  donnée  correspondent  les  points 
circulaires  de  Tinfini  de  la  cubique  circulaire  et  en  se  fondant  sur  les  propriétés  de  cette 
cubique  et  sur  les  propriétés  de  la  transformation  homographique,  on  peut  énoncer  les  théo- 
rèmes  suivants : 

Une  cubique  générale  quelconqite  peut  être  considérée  de  quatre  manihres  différentes  comine 
1'enveloppe  d'une  série  de  coniques  bitangentes  qui  passent  par  deux  points  faces  Ai  et  k%  de  la 
même  cubique. 

Si  la  cubique  est  rationnelle,  le  nombre  des  séries  de  coniques  bitangentes  dont  elle  est 
1'enveloppe  se  réduit  à  deux  si  elle  a  un  noeud,  à  un  si  elle  a  un  p)oint  de  rebroussement.  Dans 
ce  cas  elle  est,  en  outre,  1'enveloppe  d'une  série  de  coniques  simplement  tangentes,  qui  passent 
par  le  point  double. 

Les  tangentes  à  tme  cubique  générale  piassant  aux  points  Ai  et  A-2  déterminent  par  leurs 
intersections  16  points,  situes  sur  quatre  coniques,  qui  passent  par  Ai  et  A-2  ,  et  chaque  conique 
en  contient  4. 

2.  On  sait  que  toute  cubique  circulaire  qui  passe  par  son  foyer  singulier  est  le  lieu  des 
points  de  contact  des  tangentes  menées  par  un  point  fixe  B  aux  cercles,  réels  ou  imaginaires, 
qui  passent  par  deux  points  donnés  Bi  et  Bj,  que  B  coincide  avec  ce  foyer,  et  que  la  cubique 
passe  par  Bi  et  Ba.  Nous  ajouterons  que  la  poiaire  de  B  par  rapport  à  la  cubique  est  un  des 
cercles  consideres.  En  effet,  si  l'on  prend  le  point  B  pour  origine  des  coordonées,  une  droite 
parallèle  à  Bi  B2  pour  axe  des  ordonnées  et  une  perpendiculaire  à  cette  droite  pour  axe  des 
abscisses,  et  si  Ton  represente  par  (a,  p)  les  coordonnées  du  milieu  de  la  corde  Bi  B2  et  par  c 
sa  longueur,  Téquation  de  la  cubique  considérée  est  la  suivante: 

x  (x2  +  y»)  -  2«  {x^  -\-y^)  +  («2  -  p2  +  c2)  x  +  2«,37/  =  O, 
et  Téquation  de  la  poiaire  du  point  (O,  0)  est  donc 

a  (a;2  +  ^2)  -  {a?  -^''-^c^)x-  2ai^c  =  0; 
cr  cette  équation  represente  un  cercle  qui  passe  par  les  points  (st,  jí  +  c). 
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3.  Cela  pose,  nous  allons  donner  un  théorème  générale  sur  les  cubiques  qu'on  obtient  au 
moyen  des  propriétés  das  cubiques  circulaires  qu'on  vient  de  rappelei-  et  de  la  théorie 
donnée  au  n.°  1. 

Considérons  pour  cela,  comme  au  n."  1,  un  cubique  quelconque  donnée  et  trois  points 
A,  Al,  Aa  de  cette  courbe,  situes  sur  une  même  droite,  et  supposons  uiaintenant  que  les 
tangentes  à  cette  cubique  aux  points  Aj  et  A2  se  coupent  en  un  point  U  de  la  même  courbe. 
Alors  les  asymptotes  imaginaires  de  la  cubique  circulaire  correspondante  se  coupent  aussi  à 
un  point  situe  sur  cette  dernière  courbe,  qui  en  est  donc  le  foyer  singulier,  et  cette  cubique 
appartient  donc  au  gi'oupe  des  cubiques  circulaires  qu'on  vient  de  considérer.  En  remarquant 
maintenant  que  à  ce  foyer  B  correspond  le  point  U  de  la  cubique  donnée  et  que  aux  points 
circulaires  de  Tinfini  et  aux  points  B)  et  B-2  de  la  cubique  circulaire  correspondent  les  points 
Al  et  A2  et  les  deux  autres  points  ou  Ia  polaire  de  U  coupe  la  conique  donnée,  nous  pouvons 
énoncer  le  théorème  suivant: 

Toute  cubique  est  lieio  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  un  quelconque  de  ses 
points  U  aux  coniques  qui  passent  par  les  quatre  points  oii  la  cubique  est  coupée  par  la  polaire 
du  point  U  considere. 
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SDR  UNE  FORMULE  POUR  LE  CALCUL  NUMÉRIQUE  DES  LOGARITHMES. 


(Nouvelles  Annales  de  Mathémattques,  4.<'  série,  t.  V.  Paris,  1905). 

Je  me  propose  de  donner  ici  une  formule  pour  le  calcul  des  Vcaleurs  des  logarithmes  des 
nombres,  laquelle  me  parait  pouvoir  être  utile  en  quelques  circonstances. 
Je  considere,  pour  cela,  la  fonction  rationnelle 

1 


t"  (t  —  a)" 

et  je  la  décompose  en  fractions  simples;  ee  qui  donne 

1        _  A.    ,    A2   ,    A3  ^  A,.        Bi  Ba  B3  ,        B,. 

t»{t  —  a)«~    t    '^  t^   ^   P     '■•■"^   t»   "^í-a"^  (<  — a)«"^(<-a)3"^"**  '    (í  — a> 

Pour  déterminer  Aj,  A2,  ..  .,  A„,  je  développe  le  binome  (h  —a)-"  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  h,  ce  qui  donne 

(-«)-=<^"h-(")i^-("r)5+("r)$+--^frfK-+-]- 


On  a  donc 


(_1)"   /2h-2\        ,     ..  (-1)"  /2«-3\        ,        (-!)■'  /2n-4 


(_l)«/„4-l\  {-l)'f(n\ 


(-ir 


1 


Pour  déterminer  Bi,  B2,  B3,  ...,  B„,   on  doit  poser  í  =  a  +  A  dans  la  fraction  — ,  et 
développer  le  rósultat  suivant  les  puissances  de  h,  ce  qui  donne 

"■-(;t--("r)S-("n^...+<-.-(t:f)^+- 


(a  +  /i)-" 

« 


VOI,..  II  00 
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par  conséquent 

(-1)-*/2h-2,  (-1)"--/2«-3^  (_1V.-3/2„_4 

i-lf  (n+l\  (-1)  /«\       ^   _    1 

Nous  avons  donc 

1  (-!)•'   (•^n-2\  (l  1 


<"(í— a)"         a-"-'     \  71  -  1  /  \  í         t  —  a 
,   (-1)"  /2«-3\/l    ,         1 


n  —  2/\f-    '    (t~af 


(-»■   ^'  +  1U  !+(_,). 


a"+*     \     2    /  \í"-"^      ^       '       {t—a)"~ 
(-1)"  /"\^  1      ,   .     ,^„-,  1 


^      a"       Vi"  ^'^       ''    {t-af) 

En  intégrant  maintenant   les  deux  membres  de  cette  identité   et   en   prenant  liiitégrale 
entre  les  limites  x  et  cc,  on  trouve,  en  supposant  íc>rt>0, 

r-       dt        _{-\r  l2n-2\        x~a       {^-\Y  I2n~'ò\n  1 

J      í»(f_a)"        a2"-'\n-W     "     x      '^  d^''-^   \  n-2  j\x  ^  x- 


+ 


(-1)"  /2n-4\  J_/l 


(-i)'7 


m — 3/2  Vx-       (x — «) 
+ 


a«+i     \\)n-2\  a;"-2  ^  ^      ^       ( .r  -  af-V 


(-1)"       1      /i_^  +  (_l)n_^       ^ 


fí"       w— 1  \a;""''    '  (íc— aj" 
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et,  par  conséquent, 

I         «^     _      "-I7I    I       Ml"'     (n-l)(n-2)     /  1  1       \ 

"'^a;-a~"2H-2U  ^x-o/^    2   (2h-2)  (2»-3)  Vx^        (a;-a)V 

g^       («-l)(«-2)(?t-3)     /  1       1 \ 

"*"  3    (2n  — 2)(27i-3)(2íi-4)\a33"^  (íc— a)3/ 

+ 

I    -"-'        (n-l)(n-2)...3.2        /_L  +  ,_i  „-. 1 ] 

^n-2  (2ri  — 2)(2n  — 3)...(n+l)  Vsc"--      "^       '       (x  —  ay-V 

^^■J      (n-2)(n-3)...2.1     /     1      _  ^      \ 

'«  —  1     (2n— l)(2m  — 2)...«    Víc"-'    '  (íc  — aj"-'/ 

.     1...,.,-.    (n-\)(n-2)...2.1     f-         ãt 
■       '  (2n  — 2)(2n  — 3)...«  J       t"(t  —  ay> 

Mais,  d'un  autre  côté,  on  a 

J       r"U  — rt,"   '^~x^J        V(t  —  aV 
et,  par  suite,  en  représentant  par  K,,  le  liernier  terme  de  l'égalité  precedente. 


'      "        {2n  —  2){2n  —  'ò).:.nj       ^{t  —  a)" 

X 

,„_,(n-l)(»-2)...2.1      1      1^ 


<a- 


(2n  —  2)  (271  —  3) . . . n  n  —  1  as"  (x  —  a)"-* 


On  voit,  au  iuu\  L-ii  de  cette  inégalité,  que  R„  tend  vers  ..<  <  <<  nuand  i>  teud  vers  i'infini,  si 
sey,2a;  et,  dans  ce  cas,  on  peut  donf  éerire 

,  1      ,  ^      1-     r     '^-Wl  j_      M^"'      (n-\){n-2)     (l  1      \ 

logx-iog(x-a)=|™  I  a-— 2  ^-  +  ^^j  +^  (2n-2)(2n-3y  b"  (í^^^j 

a3        (w-l)(>t-2)(M-3)       /l  1 


"*"  3      (2H-:i)(2n-3)( 
+  . 


2»? -4)    \x^^  {x-a)V 


a"--        (n-l)(«-2)...3.2       ,      1        ,      _  l)«-i  \ 


n-2  (.2n  —  2j (2/1-3)   ..(n+1)  [x»--    '  (x-a)"--) 

g—*  (Ti-l)(n-2)...2.1  /    1  (     lj;;_\  1 

»i— 1    (2n— 2)^2n  — 3). .  .n  Va;"-'        (x  — a)"-'/  J' 
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Cette  foi-mnle,  que  nous  croyons  nouvelle,  sans  en  être  certain,  est  celle  que  nous  nous 
proposions  de  démontrer.  Elle  donne  la  valeur  de  la  différence  entre  les  logarithmes  des 
nombres  x  et  a;  —  a  avec  une  erreur  inférieure  à 

.„_.  (n-l)(«-2)...2.1        1                 1 
a-"    ' ^ 


— i 


i2n  — 2)(2)i  — 3).  .  .n    ?i  —  1   a3"(£e  — a)" 

et  peut  être  principalement  utile  quand  le  nombre  represente  par  a  est  petit   et   le   nombre 
represente  par  x  est  grand 

En  posant  a=l,  on  trouve  la  formule 


log£c  —  logfa; —  1)=  lim 

+  •:• 


'»-!     n    ,       Ml    1      («-I)(n-2)    /  1 


2n  —  2    \  X       X  —  1 


\_     (n-l)(n-2)     íl ^_\ 

2    (2n  _  2j  (2íi  -■ò)\  X-       (x  —  l/V 


1  (w  — l)(M-2)...3.2         /    1       ,     (— 1)"-' 


n  —  2    (2n  — 2)(2n  — 3)...(«+l)    Va:''--^    '  (x— If-^, 
1  (íí-l)(»i— 2)...2.1 


«— 1  (2h— 2)(2«  — 3).  .  .71  Víc"-'       (£f— 1/ 

qui  donne  la  valeUr  de  la  différence  des  logarithmes  des  deux  nombres  consécutifs  x  et  x — 1 
avec  une  erreur  inférieure  à 

(n-l)(n-2)...2.1     _1 1 

(2?i  — 2}(2n  — 3). .  .Ji    Ji  — 1   03" («—Ij"-* 

et  qui  a  lieu  quand  x^2. 

On  déduit,  comme  coroUaire  de  cette  formule,  que  la  différence  des  logarithmes  des  nom 
bres  a;  et  íc  —  1  peut  être  représentée  approximativement  par  Texpression 

1    /l    .       1 


2   \x      X —  1 


avec  une  erreur  inférieure  à  ^^       3,  quand  íc>  10,  à  ,    quand  x >  100,  à  quand 

£c>  1000,  etc. 

On  voit,  de  la  même  maniòre,  que  la  différence  des  logarithmes  des  nombrss  a;  et  a?  —  1 
peut  être  représentée  approximativement  par  Texpression 

1    /l    ,       1     \        1    /l 


2   Va;    '  x—lj    '  12  \a;^  '    (a;— 1)^ 
avec  une  erreur  inférieure  à  --        .,  quand  a;>10,  à  ^,  quand  a;>  100,  etc. 
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Parmi  les  formules  qiii  résultent  de  la  formule  gónérale  précédemment  éerite,  nous  indi- 
querons  encore  la  suivante 


log -  =  lim 


'x—l 


"  2íí  — 2  \£c+l  "^a;— 1/ "^  2    (2n  —  2)(-2n  —  3)\(x+lf      (x—l)V 


{2n  —  2) (2n - 3)  \(a;  +\f      {x—  If- 


+ 


23     (n -!)(«- 2)  («-3)    /      1 


3    (2íi— 2)(2w  — 3}(2ra  — 4)\(x+l)='^  (a;  — 1) 


/      1         ,  _1      \ 

\(X+1)3"^(X-1W 


+  . 


2—2         (íi  — l)(n-2)...3.2 


(- 1)"-' 


n  —  2  (2íi  — 2)(2«  — 3;.  ..(71+1)   \(a;+l)"-2      (x— 1j: 
,    2"-«         (n-l)(M-2)...2.1 


^) 


'  n—l        (2m— 2)(2n-3). 


quon  obtient  en  y  remplaçant  x  par  a;+l  et  en  posant  a=x. 


x+l 


Cette  formule  a  lieu  quand  x>3  et  donne  log avec  une  erreur  inférieure  à 

(n  — l)(n— 2)...2.1        1  1 


22..-1 . 


(2íí  — 2)(2íí  — 3)..  .Ji    11  —  1     (a;  +  l)''(x— 1)"-* 


II. 

SUR  QUELQUES  INTÉGRALES  DÉFINIES 

(Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  III.  Reihe,  IX.  Berlin,  1905). 


1.     L'intégrale 

/       '-•ot-^  {x  —  (i  —  10)  (IX, 
u 

ou  h  represente  une  quantité  différente  de  zero,  a  une  grande  iiuportance  dans  la  tliéorie  de 
rintégration  des  fonctions  ?iiculaires,  corame  on  peut  )e  voir  en  lisant  les  belles  pages  que 
Hermite  a  consacrées  à  cette  doctrine  dans  son  Cours  cVAnalyse  de  VÉcole  Polytechnique. 
Dans  cet  importaut  ouvrage  l'éniinent  géomètre  donne  la  formule 

r^~      1 

(1 )  /        cot -^  (a-  —  a  —  ib)  dx  =  2  (b)  ir., 

o 

ou  {h)  represente  une  quantité  égale  à  rimité  en  valeuv  absolue  et  du  signe  de  b.  II  obtient 
cette  valeur  au  moyen  d'une  niéthode  três  elegante.  Nous  avons  donné  une  autre  démonstra- 
tion  de  ce  résultat,  en  nous  fondnnt  sur  un  théorème  de  Caucliy,  três  conuu,  dans  les  Nou- 
velles  Annahs  de  Mathématiqites  (2«  série,  t.  vii,  p.  220). 

Dans  la  presente  Note  nous  allons  d'abord  nous  occuper  une  autre  fois  de  ct-tte  formule, 
pcur  en  donner  une  nouvelle  démonsti'ation,  fondée  sur  Tégalité 

X 

ou  F  (a)  represente  une  fonction  entière  de  degré  m;  f(x)  une  autre  de  degré  inférieure  à 
VI— l;  ai-\-ibi,  Oi -f  í7á2,  ...,  a,„-\rib,„  les  raciíies  de  F(a')  =  (),  que  nous  supposons  toutes 
inígales  et  iniaginaires;  Ai,  Aa,  .  .  .,  A,„  les  numérateuis  des  fractions  simples  dans  lesquelles 

ftx) 
peut  décomposer  '         ;  et  {b„)  une  quantité  égale  à  Tunité  et  du  signe  de  b„. 

1*  [X) 


on 
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On  démontre   facilement   cette   égalitd  en  généralisant   Tanalyse   employée   par   Hermite 
(1.  c,   p.   289)  pour  Tétablir  dans  le  cas    oíi  /(a;)  =  l    et  F {x)--={x  —  ai  —  if^t)(x  — Oi  —  ibi). 
On  a,  en  eíFet, 

fjx)  ^'"g"  A„ 

F{x)        ,Xi  x  —  a„  —  i//„ 
et 

<^3;  1   ,       ^,  .,   .   ,4-,    ,    .  x  —  a,, 


J  ^_a;^^^,.  =Í'°gK^-""^^+^^]+''''-'^'g 


et  par  eonsúquent 


./     F(a;)  2  „=i  °  (a  — «„j-  +  6* 


,    -"v"'  A    r  íl— «n  5-.- 

+  i   ^   A„|^arctg  "^-^-arctg^p 


n=l 


=  log^.  S  A„+^   E  A„lo^    , 

a      .1=1  -    i,=l 


>-^)'+4 


C-ÍM 


+  1    ^  A„ 
11=1 


are  tu  — ; arctff 


bn 


Mais,  en  vertu  d'un  théorème  bien  connii,  on  a 


Donc 


S    A„  =  0. 
11=1 


««\'  ,    K 


/•?  f(x)    .          1   «='"  ,    ,        \           P  /  P*     ,    .  "?■"  , 

/    'i^'^'^^-^  ^.  AJog-7 f^-^ IV +í    -  A,i 


(«j 


11=1 


'-^'+# 


o 

lJ  —  «11 

art-tff  -! — ; arctg 

o» 


«  —  q.i  1 


a  / 


En  pogant  raaintenant  dans  eette  formule  a  =  —  cc,  |3  =  cc,    on  troiive   immédiatement  la 
formule  (2),  qu'on  voulait  démontrer. 

Cela  poso,  nous  allons  dóduire  de  1'égalité  qii'on  vient  d'établir,  Fégalité  (li. 
Nous  avons  d'abord 


/       cot  —  [jc  —  a  —  to)  fix  - 


-'-  1  .  1 

ent  —  (rt  -\-  ib)  fot  -^  a;  -)-  1 

cot  -n-  («  +  íi)  —  cot  —X 


/^•, 


368 


et,  par  conséquent,  en  posaiit  cot-^x  =  t, 


•2-        1 


tcot^(a  +  ih)  +  l 


cot^(.-c  —  a  —  ih)dx=  —  2      I       r 

00  *^ 

Nous  avons  aussi 

t  iioi-^  (a  4- ih) -{- \  ,  A  A 


-dt. 


OU 


et 


1  1,        .,         it  +  i<  — ^ 

[<- cot  ^(a+iò)]  [«2+1]       /_  cot  y  (a +  iJj 


1  A  1 

Al  =  l,       A2  =  — y)       A3  =  — y; 


«1  +  ih\  =  cot  -jj-  (a  -]'-  iòj,      Éf-2  +  iè-2  =  —  i,     «3  +  ibi  = «. 


En  appliquant  la  formule  (2)  nous  trouvons  donc 


t  cot  -H"  (a  +  i&)  +  1 


J        [í^cotÍ-(a  +  tè)][í2  +  l] 

et  par  conséquent 

/  2-         1 

/       cot-jr-(£R  —  a — ib)dx  =  —  2h:{bi). 

o 
Pour  déterminer  (Ji),  remarquons  qu'on  a 

1  ^     ,   ...                                   2 sin  a  —  ?■  (e*  —  e-') 
ai  +  ibi  =  cot  -rp (a  +  ib)  = p- ^-^1 í 7 TT-     ,  , \  á  , 

et  par  conséquent 

Ji= 


e    ^     +e-     )    sin--^a+le    -     —e^     I    cos--^a 


e    ^     -fe-     I    sin-— a+le    *    — e'     I    cos-  — a 

On  voit  donc  que  bi  est  positif  qiiand  b<^0  et  négatif  quand  i>0,    et   qu'on  peut,    par 
conséquent,  écrire  (bi)  =  —  (b),  et  ensuite 


/  2-        1 

I       cot  7T-  (íc  —  fl  —  li)  dx  =  2íz  (ò). 
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2.     On  peut  trouver  au  moyen  d'une  analyse  semblable  la  valeur  de  Tintégrale 

/-        1 
cot  -^  (a;  —  a  —  ib)  dx. 

o 
Nous  avons,  en  eflfet, 


-4S  AJog[(«-a„)^  +  6y 


n==m 
n=l 


a  —  «„ 


arctg — 7 arctg— ^; —   , 


et  par  conséquent,  en  ayant  d'abord  égard  à  Tidentité   S   A„=0  et  en  posant  ensuite  a  =  0 
et  p  =  00, 


En  appliquant  maintenant  cette  formule  à  la  fonction 


tcot—(a  +  {b)  +  l 


|^<_coti-(a  +  íò)J[<2+l] 


on  trouve 


<coty(a+íò)  +  l 
-cotÍ-(a  +  ii)J[<2  +  lJ 


dí  =  _i.log(a?  +  6?)  +  í 


-r-z(òi)  + arctg 


ai 


et  par  conséquent 


t  cot  "H"  («  +  *6)  + 1 


<  —  cot  -„-  (a  +  íi) 


■d<  =  — 


[e-+l] 


1^.      e-''  — 2  cos  2a +  e--^ 
2   °^(e'-2cosa  +  e-»)* 


.ri      ,,,  ^     2e*sma  1 

-t|_-^.(J)-arctg-3-^J. 


voL.  n 


w 
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Mais 


/■ 


cot  -^  (íc  —  a  —  ib)  dx 


=  _9 


ícot— -(a  +  i6)  +  l 
í  — coty(a+t6)][í2  +  l] 


dt. 


Donc 


/ri  e-'>  —  2 

cot  -^(x-a~  ib)  dx  =  log  Tj—2 


e'-''  —  2cos2a  +  e- 


cos  a  +  e—'')'^ 


"     -  2  ensina  1 

7:(fc)-2arctg    ^_^,_^   J> 


III. 


SUR  LES  DÉMONSTRâTIONS  DE  DEUX  FORMULES  PODR  LE  CALCUL  DES  NOMBRES  DE  BERNOULLI. 


(Ii'Enseignement  mathématique,  t.  Vn.  Paris,  1905). 


1.     Nous  allons  nous  occuper,  en  premier  lieii,  de  la  formule  bien  connue 


ft-'-(-i)"25lirrí,''"'^'w-[''""'"'<'"'^'--  +  (2)*'-^>'""' 

-(•)(.-3)-.+...±(.iJ.- 

OU  Bi,,—!  represente  les  nombres  de  Bernoulli. 

On  trouve  une  démonstration  de  cette  formule  dans  le  Calcul  integral  de  Serret  {2."  éàit.^ 
p.  22Õ)  et  nous  en  avons  donné  une  autre  dans  notre  Curso  de  Analyse  (Calculo  differencial, 
3.''  ed.,  p.  237).  Mais  nous  allons  Fobtenir  ici  par  une  analyse  plus  simple  que  celle  que  l'on 
trouve  dans  ces  deux  traités,  au  moyen  de  la  formule  connue  (Hermite,  Cours  d'Ancãyse  de 
VEcole  polytechnique,  p.  60) : 


ou 


n! 


(«')(")  _  i  (jíi-<)("l  W  +  (  .M  («'-*)("•  «"-- 


laqnelle  donne  la  dcrivée  d'ordre  n  de  //  par  rapport  à  x,  quand  y=f\u)  et  u  est  une  fonction 
donnée  de  x. 

Pour  cela,  appliquona  cette  formule  à  la  fonction 

2/ =  (1 +«-)-«. 
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On  a,  en  posant  i/  =  u~^,  «t=l+e^, 


ou 


n  A. 

yW  =  n '  SC—  IV — 


a-à;!:<-)'(d^^^^í±?^(^+-)' 


Mais 


(1  +  e^)í-''  =  1  +  (/ -  Â;) e^  +  ('      ^")  e^--  + . .  .  +  eC-'')^, 
et,  par  conséquent, 

et,  en  posant  «  =  0, 

[^^^ii?^L=('--)+ Ci>- ('i>-- ••+(••-'". 

Donc  on  a 
oh 

Mais,  puisque 

a)('7>(  ;)(•;')• 

nous  poiívons  écrire  Tidentité 


et 
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Nous  avons  donc 

j,(.l_S^(-l).-Jf,|i--i(i-l)>  +  (2)(;-2)"-...±(/j)l- 

En  employant  maintenant  la  formule 

2») 

qui  lie  les  nombres  de  Bernoulli  aux  dérivées  de  la  fonc-tion  considérée,  on  obtient  la  forraultí 
qii'on  a  écrite  précédeinment. 

2.  La  deuxième  formule  pour  le  calcul  des  nombres  de  Bernoulli  que  nous  allons  con- 
sidérer,  fut  attribuée  à  Libri  par  Cauchy  (CEuvres,  2''  série,  t.  vil,  pag.  348).  On  peut  Tobtenir 
immódiatement  au  moyen  de  la  formule 

ã«y  _ ^       n!/(''(w)M'°'tt"P...(MW)>- 
'd^  ~  ""  «!p!...X!(2!)^(3!)^..(n'!)^  ' 

oíi  i2  represente  une  somme  qui  se  rapporte  aux  solutions  entières,  positives  et  nuUes,   de 
Téquation 

«  +  2p  +  3T+...  +  nX  =  íi 
et  oii 

laquelle  donne  la  dérivée  d'ordre  n  de  y  par  rapport  à  x,  quand  i/=f(u),  u  =  <f(x). 
En  appliquant,  en  effet,  cette  formule  à  la  fonction 

y=log—. =  — '•'Sll  — -57-  +  -^! •••  )' 

^  smra;  \         o!         o!  / 

on  trouve,  en  posant  íí  =  2»í,  et 

t/  =  -iogi(,    "  =  i--3-r  +  -5-! — •••' 
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Tégalitó  suivante ; 


^""y\  -2«v.     -,„(í-l)!(2m)!/      1    P/l 


dx-'"  7^0     "     "^  ^       ^       p !  3 ! . .  .      \     3  !  '   \5  ly 


oíi  i;  represente  une  somme  qui  doit  s'étendre  aux  solutions  entières,   positives  et  nulles,  de 
réquation 

p  +  2ã  +  ...  =  ín, 

et  oíi 

Mais,  d'un  autre  eôté,  on  a 

—,«                Qc        02m — 1  —27)1 
•      Iqo-         "^        =    V     _f ^ B  2,„ 

SI n  ira;       „^)     «i  (2m)  ! 
On  trouve  donc 

Cette  formule  est  celie  que  nous  nous  proposions  d'obtenir. 


IV. 


SUR  DNE  FORMULE  D'ÂNALYSE. 


(Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3.^  série,  t.  V.  Paris,  1886). 


Le  but  de  cette  Note  est  de  démontrer  le  théorème  suivant,  que  je  crois  nouveau : 

Si  les  fondions  f{x)  et  F  (x)  et  leurs   dérivées  f'{x),  F'(a;),  /"(as),   F"  (se),   . .  .,  /("'  {x), 

F'"'  (x)  sont  finies  et  déterminées  pour  toufes  les  valeurs  de  x  qiii  sont  comprises  dans  Vinter- 

valle  {xq,  x),  nous  avons  la  formule 


(1) 


'    /(a,)-/K)-...— ^^/..-.(a.^) 


Fix)-F{x,)-.. 


i^^Fi^o^o) 


oil 


R 


R 


6  étant  compris  entre  O  eí  1. 


(x-Xq)-"  (1  -e)"'-'/<'">[ar,+e(a;-a;„)]  ^ 
(jn— Ij! 

,      (x  -  Xq)"  (1  -  0)"-'  F'"i  [a^o  +  d(x-  Xq)] 


(n-1)! 
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Poiír  démontrer  ee  théorème,  considérons  la  fonction 


-/(«)-^/'(-)- 


Fix,)  +  (x-^,)F'ix,)h...  +  ^~-'>^ 


F(*)  (a 


-F{z)-(x- z) F (2)  -. .  •- ^^^^^ F(«-')  (z) 

/(x)  _/^-,)  -  (a.  -  X,)f  K-,)  -  .  .  .  _í^ol'y,o  (^^) 
■       F (o;) - F {x,) -{x~ X,)  F' (x,) -  ...  -  ^^^^=^  F(") fcco) 


En  lui  appliquant  la  formule  coniiue 

(2)  ?(«)=?  (xq)  +  (x-  x^)  i  [(To  +  e  (x  -  «o)], 

on  trouve  le  résultat 

o=/K)  +  (a'-^o)/'K)+---+-^^?^/"'K)) 


F(xo)  +  (a.-a;o)F'(a:o)+. .  .  + -^I^pL FW  (x„) 
■F(a.o)-(a=-x„)F'(x„)-...-^-l^|^F<"-*)(a.„) 
/(^)-/K)---^^^/"'(-o) 


X 


FH-F(a.o)-...-^-^FW(x„) 


+ 


\       (£c  — a;o)'«-'(l  — e)™-* 
i  (m-1)! 


/("')  [^0  +  ô  (O.  -  «.„)]  +  í^^e^lllL-JZLi  F(")  [a.„  +  e  (o;  -  xo] 


X 


/H-/K)-...-i^^/(.)(a.„) 
F{x)-FK)-...-i^^-olÍFW(x„)l 


(a; -a-,,). 
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On  tire  de  cette  égalité,  la  formule  (1)  que  nous  voulions  dómontrer,  en  supposant 

m-<.i-\-l,     n^/í+l. 
I.   Si  Ton  pose,  dans  la  fornnile  (1), 

F  (x)  =  (x  —  Xq)"  ,     k  =  n—l,     i  =  m-l, 
et,  par  conséquent, 

F  («.„)  =  O,     F'(x„)  =  0,     ...,     F("-'i(.ro)  =  0, 

F(") (x^)  =  )í ! ,     Fc" [xg  +  d(x  —  Xf^)]  =  n[, 
on  a 

_    (n  —  I ) !  (x  -  a;,,)'"  (1  ~  6)'"-*  ./'i""  [x^,  +  e(.r-  x^Vi 
11 !  (7»  —  1) !  (a;  —  ccp)''  (1  —  6)"-* 

et,  par  conséquent, 

í'3> 3.  V"—' 

f(x)  =f(x,)  +  (X  -  x,)f'  (x,,  +  ...+  ^^^^^_'j^_,     /<"'-"  K) 


(»i  —  1 ) !  ?i 

On   obtient   ainsi   donc   la   formule   de  Taylor  avec  Texpression    du  reste  de   Schlõmich 
et  Roche. 

II.  Si  Ton  pose,  dans  la  furuiule  (1),  i  =  k  =  n — 1  =  ?)i  —  1 ,  on  trouve 


/(*)-/w- 


(«-D! /""  [■rn  +  e(a;-x„)] 


On  peut  voir  cette  formule  dans  le  Cours  de  Calcul  infinitesimal  de  M.  Hoiiel,  ou  elle 
est  démontrée  au  moyen  du  Calcul  integral. 
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Si  Ton  a 
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il  vient  la  formule  bien  connue 


F(x)-F(a^o)      F^^^ix.  +  Oix-x^)] 


V. 

SOBRE  UNA  EQUACIÓN  LINEAL  INDETERMINADA. 

(Gaceta  de  Matemáticas  elementales,  t.  II.  Madrid,  1904). 

Sabido  es  que  existen  diversas  ciiestiones  de  Análisis  matemático   donde    hace    falta  cal- 
cular las  soluciones  enteras  y  positivas  de  la  ecuaeión  lineal  indeterminada 

x-\-y-\rz+-  ■  .+<  +  «*  =  »», 

siendo  m  un  número  entero  y  positivo.  Es,  asimismo,  conocido  que,  cuando  el  número  de 
incógnitas  de  aquella  ecuaeión  viene  dado  por  Ji,  el  total  N|,"''  de  las  soluciones  que  admite  la 
ecuaeión  de  referencia,  se  expresa  mediante  la  fórmula 

representado  por   el  símbolo  j  j  el  número  de  combinaciones  ordinárias  de  m-\-n  —  \ 


elementos,  tomados  m  á  m. 

La  finalidad  dei  presente  trabajo  consiste  en  presentar  dos  demostraciones  elementales  de 
es!e  teorema,  que  consideramos  nuevas,  una  de  ellas  indirecta,  fundada  en  la  ley  dei  desar- 
roUo  de  la  potencia  de  un  polinómio,  y  la  otra  directa. 

1.     Comecemos  por  la  deraostración  apoyada  en  la  fórmula 

,    .  ,        ,,  1.2.  ..nj.Af.A».  ..A; 

(a,  +  a.2+-..+a„"'  =  í:— j — — '- — ^, — . 

que  da  el  desarroUo    de  Ia  potencia  de  grado  m   de  un  polinómio,    en    la  oual    la  suma  II  se 
refiere  á  las  soluciones,  enteras  y  positivas,  de  la  ecuaeión  lineal  indeterminada 

x-\-y\-z-\-...-\-t-{-u  =  m. 
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Observemos,    desde   liiego,    que   el  número    de  estas    soluciones  es  precisamente  igual  ai 
luimero  total  de  términos  que  eontiene  el  segundo  miembro  de  la  expresada  fórmula. 
Esto  sentado,  por  el  desarrollo  dei  binómio  de  Newton,  si  tiene 

/        (A,  +  A.  +  ...  +  A„_,)"' 

1 -f  m  (A,  +  A-2  + . .  .+  A„_i)™-<  A„ 

'+  f "  )  (A,  +  A.  + . . .  +  A„  _,)'"-2  A"^ 
(A,  +  A-2+...  +  A„)'"='     U/ 

1+ 

+  w(A,  +  A3-f  ...  +  A„_,)Ar' 

1+a: 

Según  esto,  podremos  est  iblecer,  atendiendo  á  la  notación  indicada  antes, 

Ni"''  =  n!.-!!, + NÍM"  +  N^r' + .  • . + n;,'1.  + 1 . 

Supongamos  aliora  que  la  fórmula  (1)  es  verdadera  cuando  el  número  de  las  incógnitas 
de  la  ecuación  considerada  sea  igual  ;'i  « — 1,  y  demostremos  que  continua  siendu  cierta 
cuando  hava  una  incógnita  más. 

Se  tendrá 


■Nj(m-í)_  (r)i-\-n  ~ 


N^=("7^). 


Fero,  en  este  caso,  también  tenemos 


T(m)       (mArn  —  2\   ,   (m^n  —  o\^         _l/"  —  1 


Nr=  (■■•':  -i  +  (  „;:rj+--+ri  )+'• 


Ahora  bien,  la  conocida  relación 


^  +  1 


=  G-.)-(-> 
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que  se  establece  en  la  teoria  foiubinaturia,  permite  escribir  las  sigiiientes  relaciones: 

?)i  +  7i— 1\       /vi-{-n  —  2\/m-^n  — 
711        I       \        m        I      \    m  —  \ 

(m  +  n  —  2\       /r))J-7i  — 3\    ,  /m  +  íi— 3\ 
\    m-\     j^*  .      )+(     -^      o     1' 


m  ■ 


-1     7    '   \    m  —  2 


de  las  cuales  se  deduce 


ri  \       in  —  V 
1 


«      ('"^;r')=('"^rV("'::7V-+("T')+'- 


y,  por  consiguiente, 

/m-\-n  —  1 


Nr  =  (" 


Luego,  si  la  fórmula  que  pretendemos  demostrar,  se  verifica  cuando  el  número  de  incó- 
gnitas de  la  ecuación  propuesta  es  igual  á  n  —  1,  también  seguirá  veritícándose  en  el  caso  de 
que  este  número  sea  igual  á  n. 

Basta  ahora  observar  que  el  número  de  soluciones,  enteras  y  positivas,  de  la  ecuación 
indeterminada 

X-\- 1/^7)1 

es  evidentemente  igual  á  ni  +  1  ó   (  I ,    para   concluir   que    la  referida   fórmula    tendrá 

lugar  cuando   sea?i  =  2,    y,    por   consiguiente,    para  cualquier  valor   entero   y   positivo  que 
reciba  jí. 

2.  Paaemos  ahora  á  exponer  la  segunda  demostración,  y  con  tal  objeto  consideremos 
primero  el  caso  de  la  ecuación 

x+i/  =  in, 

CUJO  número  de  soluciones,  enteras  y  positivas,  ya  se  ha  diclio,  es  igual  á  ?)í-r  1.  Tendremos, 
por  consiguiente, 


Ni-)  =  TO+1 


rr) 
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Sea  ahora  la  ecuación  con  três  incógnitas 

j  observando  que  el  total  de  sus  soluciones  es  precisamente  la  suma  de  los  números  de  solu- 
ciones de  las  ecuaciones 

x-r  y  =  vi,     x^y  =  m—\^     x-^y  =  m  —  2,      .  .  . ,     x-\-y  =  0, 

Ilegaremos  á  la  fórmula 


Nr"=f'"+')  +  (  ■'",)+...+  ( :)  +  !, 


■> 

m  —  M    VI 


de  la  que  resulta,  teniendo  á  la  vista  la  relación  (2), 

Prosiguiendo  dtl  mismo  inodo,  seremos  condueidos  á  la  fórmula 

cuando  se  trate  Je  la  ecuación  con  n —  1  inci'ignitas 

íc  +  ^+z  +  .  .  .-rí='n. 
Esto  sentado,  veamos  si  también  se  cumple  la  misma  It-y  respecto  de  la  ecuación 

x-\-y-~z-\-...-\-t-x-u^m, 

que  tiene  una  incógnita  más. 

Para  ello,  observemos  que  e!  número  de  soluciones  de  esta  última  ecuación  es  igual  á  la 
suma  de  los  números  de  soluciones,  también  enteras  y  positivas,  de  cada  una  de  las  siguientes 
ecuaciones  con  n  —  1  incógnitas  : 

x  +  y-rz  -{-■  ■  .-Tt  =  m, 

X-f-y-f  2  +  ..  .+  í  =»!  —  !, 

x-\- y -\-z-\-.  .  .-\-t=  m  —  2, 
x  +  y  +  z-{-. .  .  +  í  =  0. 
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Por  consiguiente,  si  la  fóiniula  (1)  tiene  lugar,  eoino  hemos  supuesto,  cuando  el  número 
de  incógnitas  de  la  ecuación  indeterminada  sea  igual  á  n  —  1 ,  podemos  legitimamente  escribir 


Ni""=( 


m  +  n  —  2\        /?)i  +  »í  —  3\    ,  ■    ín—l 

m        /        \     m— 1     /       '  '         Vi 


Si  ahora  tenemos  presente  la  relación  (2),  resultará  en  definitiva 

de  donde  concluímos  que  la  fórmula  general    se   cumple    también   cuando   la   ecuación  lineal 
indeterminada  contiene  n  incógnitas. 


VI- 
DE ALGDNAS  SERIES  QUE  PUEDEM  SDMARSE  POR  LOS  MÉTODOS  ELEMENTALES- 

(Gaceta  de  Matemáticas  elementales,  t.  n.  Madrid,  1904). 

1.  La  iioeiún  de  serie,  lo  mismo  que  la  maj-or  parte  de  los  conceptos  dei  análisis  mate- 
mático, aparece  para  los  alumnos  en  los  priraeros  pasos  de  sus  estúdios  sobre  la  Matemática. 
Asi,  en  la  teoria  de  Ia  división  y  en  la  de  las  progresiones  por  cociente,  encuéntrase  la  serie 

demostrándose,  además,  que  esta  serie  tiene  por  suma  la  expresión 

1 


1-x 


siempre  que  x  represente  un  número  comprendido  entre  —  1  y  +1.  Vamos  ahora  á  presentar 
otro  ejemplo  notable  de  una  serie  que  tiene  la  raisma  suma  que  Ia  precedente,  y  que  lambién 
puede  estudiarse  sin  salirse  de  los  domínios  dei  Álgebra  elemental. 

2.      Consideremos  la  identidad 

1  1,2 


X  —  1         £C  -f-  1     ■     X-  —  1 

Si  en  ella  cambiamos  sucesivaraente  x  por  a;-,  a;*,  a;**,  a-*^,  .  .  .,  obtendremos: 

1     .  1.2 


a;--l  X-  +  1  '  a;*-l 

«»  — 1  «'+1  '  x»— 1 

1  -       1  ■        ^ 

a:!^  — 1  x^+  1  '  x'^—l 


a;*'  —  1       a^'  +  1    '  a^''  —  1 
donde  se  supone  k  =  2"',  siendo  aqui  m  un  número  entero  positivo. 
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De  las  igualdades  precedentes  se  deduce  esta  otra 


'  ■       ■       ^       ■       ^      +..+^  +  E. 


X—l         X+l     '     X^+l      '     X^+1  '     £C*+1 

designando  eon  R  la  fracción 

2k 


Supongamos  ahora  que  oj- >  1  y  sea  x-=l-\-t,  donde  <>0.   Tendremos  la  relación 
R 


2k 

1 

(1 +  «)'•-! 

t 

'i  +  Vh 

ik-\){k-2)              1 
3!          ■'+•• 

la  cual  muestra  que  R  tiende  hacia  cero  cuando  k  aumenta  indefinidamente.  Por  consiguiente, 
siempre  que  a;->l,  podremos  establecer 

/jx  1  1      ,        2        ,       2^2       ,  .       jfc        . 


x—l      x+l   '   a'2+1    '    a!*+l    '  ■*■  '    a^--|-  i    f  ••• 

Si  a;*<l,  la  potencia  x-'^  tiende  hacia  cero,  y,  por  lo  tanto,  R  tiene  á  —  co  por  limite 
cuando  k  aumenta  indefinidamente.  De  esto  resulta  que  la  igualdad  anterior  no  puede  verifi- 
carse,  como  era  fácil  de  prever,  puesto  que,  en  este  caso,  su  primer  miembro  es  negativo, 
mientras  que  el  segundo  es  positivo. 

3.     Supongamos  ahora  que  sea 

a;  =  p (cos e  +i. sen  6),     i  =  V—l. 


Tendremos,  en  este  caso. 


j,_ 2fc 

p**(cose  +  i.sene)^*— 1  ' 


siendo  fácil  ver,  como  anteriormente,  que,  cuando  p>  1,  R  tiende  hacia  cero,  siempre  que  k 
tiende  hacia  oo;  y  que,  para  p  <  1,  la  cantidad  R  tenderá  hacia  —  oo  para  valores  indefinida- 
mente crecientes  de  k. 

Supongamos,  pues,  p>  1,  y  Ia  relación  (1)  dará,  haciendo  uso  dei  teorema  de  Moivre : 

1 = ^  I  2 

p(cosô  +  i.sene)  — 1       p(cose  +  í.sen  9;  +  !        p*(cos2e  +  t.sen2e)+l  ' 
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y,  por  consigiiient^, 

p  cos  6  —  1  —  i  p  sen  6        p  cos  6  +  1  —  ip  sen  I 


(2) 


f — -jrj  COS  e  + 1  p^  +  2  p  COS  e  + 1 

2(p^cos2e+l— iysen2&)        4  (p*  cos  46  + 1  —  i  p*  sen  4(9) 
"'  p*  +  2  p2  cos  26  + 1  *"         p«-f2p* cos 46  +  1  "*"■■" 

Este  desarroUo  puede  desdoblarse  en  los  dos  siguientes: 

pcos6+l 2  (p^  cos  26  +  1) 

,cos6-l  ]        p'  +  2pcos6  +  l    +    p*  +  2p-^ cos  26+1    +' 


(3) 


p2  — 2pcos6+l        j^     /(:(p''cosA-6  +  l) 

p2*+2p'co8Â:6+l  "^■" 

sen  6  2p  sen  26 

gene  )        p-^  +  2pcos6+r"^    p*  +  2p2 cos 26 +T 


p2  — 2pcos6  +  l        j  ^         fcp^^-^senÂ.-e 

p2«^  +  2p^-cosA-6  +  l  ^' 


en  las  cuales  se  supone,  como  antes,  que  k  =  2"'. 

4.     La  fórmula  (1)  puede  originar  desarrollos  numéricos  muy  interesantes.  Asi,  para  x=  10, 
por  ejemplo,  dará 

1        1    ,     2     ,       22       ,  2» 


9     11  '  101  '  10001  '  100000001  '  ■■■ 

En  esta  serie,  el  número  de  algoritmos  que  intervienen   en   el  denominador  de  cada  tér- 
mino, es  igual  ai  valor  dei  numerador  respectivo  aumentado  en  una  unidad. 


VII. 

REMARQUES  SDR  L'EMPLOI  DE  LA  FONCTION  p  (n)  DANS  LA  THÉORIE 
DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 

Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Lerch. 
(Comptes  rendus  des  scéances  de  la  Société  Koyale  des  Sciences  de  Bohême.  Prague,  1892). 


.  .  .  Je  considere  premièrement  Ia  fonction  sn  ?t  et  je  remarque  que  cette  fonction  a,  dans 
le  parallélogramme  des  périodes  4K  et  2iK',   les   pôles  iK'  et  2K  +  iK',  et  que   les  résidus 

correspondants  sont  égaux  à  -r-  et  — =- ,  k  étant  le  module   de  snw.   En   lui  appliquant  le 

théorème  de  décomposition  de  M.  Hermite,  en  prenant  pour  élement  simple  la  fonction  Z  (m) 
qui  resulte  de  rintégration  de  — p(ii)du,  on  trouve  dono 

sii  M  =  i-  [í  (u  -  íK')  —  Z{u  —  2K  —  íK')]  +  const. , 


et,  par  conséquent, 


JLais  Tégalité 


^5^  =  T  ^K  («  -  2K  -  ÍK')  -  p'  (» -  ;k')]  . 


p(«)  =  l  +  S 


1 L], 


ou 


donne 


u'         L  (w  —  w)' 


w  =  4nK  +  2njíK',     m,  n  =  0,  ±1,  ±2,   ..., 


p'(m)  =  -í:      ^ 


(u  —  to)* 
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Nous  avons  donc 


dii'-     ~TL~!m  — 4nK  — (2to+1)íK'! 


-(2m+l)iK'}3  |!(  — 2(2»í  +  J)K  — (2w+l)iK'P  J 

ou 

d^9,nu  _^ 2  {—  \y 

du^     ~  ~  /c[u-2«K-(2»i+l)tK']3 ' 

ou  la  somme  1!  s'étend  à  toutes  les  valeurs  enticres  de  s  et  m. 

Du  développement,  qu'on  vient  d'obtenir,  de  la  dérivée  du  seconde  ordre  de  sn  u  ou  tire 
le  développement  de  snw  au  nioyen  de  deux  intégrations  entre  les  limites  O  et  u.  En  posant 

'  2sK  +  (2to+1)iK'  =  («,      *  '=0,  ±1,  ±2,  ..., 

ou  trouve  de  cette  manière,  en  remarquant  que  la  dérivée  de  sntí  par  rapport  à  v  est  égale 
à  Tunité,  le  développement  connu: 

snM  =  K  +  J-S(-l)'(— ^  +  1  +  4-). 

On  trouvera  de  même  les  développements  connus  de  cnw  ot  dnw. 

En  passant  maintenant  à  un  autre  sujet,  encore  relatif  à  la  thóorie  des  fonctions  ellipti- 
ques,  je  vais  vous  présenter  une  manière  simple  de  démontrer  Tégalité 

eí  sn  «  , 

=  cn  ?(  dn  M . 


du 

Comme  la  fonction  sn^tí  aduiet,  dans  un  parallélogramme   des  périodes  2K   et  2!K',    un 

seul  pôle  iK',  qui  est  double,  et  le  résidu  correspondant  est  y^,   nous  aurons,   em  appiiquant 
le  théorème  de  M.  Hermite, 

sn^  M  =  —5-  p  (m  —  íK')  +  const. , 


et  par  conséquent 


íZsn?t  1 

sn  íí  — 5 =  --^  p'  (m  —  íK'). 

du  '2k^      ^ 


Considérons  maintenant  la  fonction 

/(!()  =  sníí  in  «  duií. 
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Les  périodes  de  cette  fonction   sont  2K  et  2tK',  et  par  conséquent  elle   admet   dans   im 
parallélogramme  des  périodes  un  seul  póle  ÍK'  et  ce  pôle  est  triple.  Nous  avons  donc 

On  a  premièrement,  en  vertu  d'iin  tliéorème  bien  connu  reiatif  aux  fonctions  doublem  «n 
périodiques,  A|=0.  Ensuite,  Tégalité 

sn  (u  -  iK')  cn  (tt  —  iK')  dn  (u  -  íK')  =  —  sn  (tK'  -  u)  cn  («K'  —  ?«)  dn  (tK'   -  u) 

fait  voir  que  le  développement  de  f(u)  ne  doit  pa3  contenir  de  puissances  du  dégré  pair 
de  íí  — íK',  et  que  par  conséquent  Aa  =  0.  Nous  avons  donc 

As  =  lim  (ti  —  íK')3  sn  íí  cn  «  dn  m  =  -^ r  =  -  75  * 

J'applique  maintenant  le  théorume  de  M.  Hermite  à  la  fouction /(?<)  et  je  trouve 

sn  u  cn  u  dn  u  =  -^-^  p'  (h  —  tK')  +  C , 

et,  en  déterminant   la  constante  C  par   la  condition   d'être   nu!  le  premier   menibre   de  cette 
ógalité  quand  íí  =  O, 

sn  u  cn  u  du  u  =  ^ry^  p'  (u  —  iK') . 

De  cette  égalité  et  de  Tune  des  antérieures  on  tire 

d  sn  n  , 

— ; —  =  cn  x(  dn  1/ . 
ãu 


YIII. 

EXTRAIT  D'DNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  HERMITE. 

(Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2."  série,  t.   X  1 1.  Paris,  1888). 


Vous  savez,  Monsieur,    que  tous  les   Ouvrages  qui   s'occupent  de   l"Analyse   présentent, 
pour  le  développement  en  série  des  intégrales,  le  théorème  suivant: 

A.  Si  'fia;),  «1,  w-2,   ■••  sont  des  fonctions  continues  ãans  Vinterválle  {a,  h)   et  si  'f  (x) 
pevi  ttre  développée  en  séne  uniformément  convergente  de  ajusqità  b: 

o(a;)  =  Mi+?<2  +  .  ■  .-f  «„  +  .  .  ., 
071  a,  a  et  h  étant  finies, 

(1)  í  ■^{x)dx=(  W|(7a;  +  ...+r  mãx-]-.  . .+  í  u„dx+... 

a  a  a  a 

De  ce  théorème  on  tire  eomrue  corollaire  le  théorème  suivant: 

B.  Si  'f  (sí)^  ò  (x),  ui,  «2,  •  •  •  sont  des  fonctions  continues  dans  Vinterválle  (a,  b)  et  si  '^{x) 
peut  être  développée  «i  série  uniformément  convergente  dans  le  méme  infervalle 

ti(x)  =  Ui+ll2  +  .  ..  +  «„+..., 

on  a 

(2)  f  o{x)if{x)dx^(  ui^{x)dx+í'  Ui^Çx)dx-i-. .  .+j    u„ò{x)dx  +  ... 

12  a  d  o 

On  peut  aussi  commencer  par  établir  ce  théorème  et  ensuite  en  déduire  le  théorème  (A) 
en  posant  '!^{x)=  1.  Mon  but  est  de  vous  présenter,  Monsieur,  quelques  remarques  pour  dé- 
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raontrer  qu'il  est  bien  próférable  detablir  directement  le  théorème  (B)  pour  profiter  de  qiiel- 
ques  circonstances  de  sa  démonstration  qui  restent  cachées  dans  la  demonstration  du  théo- 
rème (A). 

Si  l'on  represente  par  R„  la  somme 

Wn+l  +  Wii+2  +  •  •  •  j 

qui  est  une  fonetion  continue  de  x,  on  peut  écrire 

/    (f  (x)  ^  (x) dx  =  I    1(1 'j)(a;)c?a;  +  . .  .+ /    iin'^{x)dx-\-  I    R„ 'j»  (a;) íZx. 

a  a  a  a 

Or,  le  développement  de  -s  (x)  étant  uniformément  convergent  dans  Fintervalle  {a,  6),  on 
peut,  quelque  petit  que  soit  e,  déterminer  iii  de  manière  que  |R„|<£  pour  n>Mi,  dans 
Tintervalle  considere.  Nous  avons  donc,  cn  supposant  a>b, 

I  /    R„  'l^{x)dx  <  /   I  R„  I  I  <!)  (x)  \dx<£J    \'\>  (x)  I  dx 

a  a  a 

et,  par  conséquent, 

lim    I    R„  (jj  (x)  dx  =  0. 

a 

Donc 

í  '^(x)<\>{x)dx  =  j    Ui'^(x)dx+  I    ui'\>{x)dx  +  . .  .+      u„'])(x)dx  +  .  . . 

a  11  a  a 

Voici  maintenant  les  remarques  sur  ee  théorème  que  je  me  propose  de  vous  eommuni- 
quer : 

í"  Soient  M  la  plus  grande  valeur  de  |  R,,  [  dans  Tintervalie  (a,  b),  et  L  la  plus  grande 
valeur  de  |  R„!})(a;)  |  dans  le  même  intervalle.  La  démonstration  du  théorème  (A)  fait  voir  que 
la  valeur  absolue  de  Terreur  commise  quaiid  on  arrete  au  terme  d'ordre  n  de  la  série  (2)  est 
moindre  que  L  (6 — a). 

La  démonstration  du  théorème  (B)  donne  cette  même  expression  de  l'erreur,  en  y  rem- 
plaçant  tp  (x)  par  9  (a)  ^  (x)  et  ^  (x)  par  l'unité,  et  encore  la  suivante : 

M 


í  \i^{x)\dx. 
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qui  est  ])icféi-able  quand  on  a 

III    |-^(íc)|rfx<L(ò  — a). 

u 

Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  considere  Fintégrale  elliptique 

dx 


f 


V/(1— £c^i(l-/c*a;2) 

a 

OU  O  <  a  <  6  <  1 ,  et  si  Ton  calcule  au  moyen  de  n  premiers  termes  de  la  série 
í^«  .  /■''      dx        ,    1   , ,  /•''  0=2  áa;     ,    1 . 3  , ,    /■''  x''  dx 


I  «!a;  .         _ _  /  ^ 1  j_^  p  x^dx         1.3        r>'_x^dx_ 


=i+---, 


011  a  les  deux  expressions  de  1'erreur 

M       „        ,       ,,   r'      dx 


iVl  rO  rfa; 


ou 


_1.3...(2íi— 1) 
fct  par  conséquent 


-  =  ^^^i^^^--+.^^^IS|^^"^^-^^ 


1.3...(2n-l)  1 

^^     2.4...2n    ^  ''  nrpyf- 

Si  0  =  1,  la  première  expression  de  Terreur  est  inapplicable,  parce  quelle  donne  Tinfiiii ; 
au  contraire,  la  seconde  donne 


M  {-^ arcsin  a) . 


De  Ia  même  manière,  si  Fon  considere  Tintégrale 


f 
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ou  0<<í<&,  et  si  l'on  calcule  au  nioyen  des  n  premiers  termes  de  la  série 


('"  e^dx       ,       o     ,   ,  ,   O-  —a^ 


c- 


011  trouve,  en  posant  (p(a;)= — ,  tjj («)  =  !,  l'expressioii  de  rerieur 


X 


(A)  L(6-a), 

oú(') 

-Li  = 


n!       (n  +  1)!      (n  +  2)! 
et  par  conséquent 

(n+l)6''-' 


L< 


n!(n+l— i)' 


a 

=  M  loff  —  > 
a 

M< 

(n 

+  1)0" 

en  posant  íp(a;) --=6^',  tj>  (a;)  =  — ,  Texpression 


(B) 


ou 


l(n+i— J)' 
et,  en  posant  !p(a;)  =  — j-,  (j<(íc)  =  a;,  Texpression 

Mb 

(C)  Ml/    írrfa;  =  M,  — ^— , 


*^»!(»i  +  l-è) 

On  nous  iivons 

J  I  iog  í  —  log  «)  >  6  —  a. 


(I)  Nous  modifions  iei  uii  peu  le  texte  primitif  poiír  obtonir  poiu-   le  ealciil  des  eireiíis  des   expressions 
plus  iippioelu-es. 
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et 

donc  Texpression  (C)  est  préférable  à  Texpression  (A)  et  celle-ci  à  Texpression  (B). 

2."  Voioi  iiiaintenant  la  seconde  considération  pour  préférer  rétablissement  direut  du  tliéo- 
rème  (B). 

En  analysant  la  démonstration  du  théorème  (B),  on  voit  qu'il  est  applicable  quand  Ia 
fonction  '^{x)  devient  infiiiie  ou  discontinue  dans  un  nombre  limite  de  points  de  Tintervalle 
(a,  b),  si  les  intégrales 


/    I  ']<  (ce)  I  dx,      j    'f  («)  !Ji  (x)  dxj,       I    '\>  (as)  m  dx, 


sont  fiuies  et  déterminées.  Au  contrai re  le  théorème  (A)   n'est  pas   alors  applicable  à  la  fon- 
ction cp  {x)  '\i  (íc). 

Ainsi,  par  exemple,  au  moyen  du  théorème  (A),  on  ne  peut  pas  trouver  le  développement 
de  Tintégraie 


n  dx 

j    v/(l— a;-'j(l  — Â;--'x«)' 

au  contraire,  on  peut  Tobtenir  au  moyen  du  théorème  (B),  en  le  généralisant  comme  on  vient 
de  dire,  parce  que  les  intégrales 

r*      dx  r*  dx  /•'    x"' dx 

0  0  o 

sont  finies  et  déterminées. 

3."  Le  théorème  (A)  n'est  pas  applicable  quand  les  limites  a  et  6  sont  infinies.  Au  con- 
traire, le  théorème  (B)  est  applicable,  si  les  intégrales 

^b  i^h  rt) 

í      I  '\>  {x)  I  dx,  I      Cp  (x)  '])  (x)  dx,  I      ']*  {x)  !í)  d^í, 

a  o  a 

sont  alors  finies  et  déterminées. 


IX. 

EXTRAIT  DUNE  LETTRE  DE  M.  GOMES  TEIXEIRA  A  M.  JULES  TANNERY. 

(Bulletin  des  sciences  mathématiques,  2.«  série,  t.  XI.  Paris,  1887). 
La  qiiantité 

1  —X'" 


1-r-a;" 


inverse  de  celle  que  vous  avez  considérée  dans  votre  lettre  à  JI.  Weierstrass('),  donne  lieu 
à  robservation  suivante:  L'identité 

1— a;'"  _2(1— x^  ,        2a- (1— a;)      ^  2a;'»-' ( 1  —  ar) 

l  -í-a;"'  ~  2(1+ a:)  '    (14-a;)(l+a;^  ^  •  •  •+  ^JTjr^"T=íj"jyãr^ 

montre  que  la  somme  de  la  série 


„==,  (l+a;"'-«)a+a;'") 
est  égale  à  + 1  on  à  —  1  suivant  que  Ton  a 

|x|<l        ou       ia:|>l, 
en  sorte  que  cette  série  peut  jouer  le  même  role  que  celle  que  vous  avez  considérée  (^) ;  mais 


{')  Weierstrass,  Âhhandlungen  aus  der  Funclionenlehre,  p.  102.  Cest  à  .M.  Seidei  (Journal  de  Crelle, 
t.  73-,  18711  que  Ton  doit  d'avoir  remarque  quelle  était  la  limite  de  cette  quantité  pour  m  iniini;  voir,  i  ce 
sujet,  dans  le  tome  22  des  Malliematische  Annaleii,  un  article  de  M.  Pringsheim.  (J.  T.i. 

(')  ^près  M.  Sclirõder  {Schrõmilch'í  ZeUschrift,  22»  année,  p.  184).  ( J.  T.). 
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on  peut  considérer  cette  série  à  un  autre  point  de  vue  d'oú  elle  me  parait   acquérir  une  im- 
portanee  propre. 

Si  Ton  veut  former  une  fonction  d'unejvariable  réelle  qui  soit  ponctueilement  discontinue 
par  la  méthode  de  la  condensation  des  singularités  de  Hankel,  il  faut  construire  d'abord  une 
fonction  qui  soit  nulle  pour  £c  =  O,  et  qui  tende  vers  deux  limites  difFérentes  quand  x  tend 
vers  zero  par  des  valeurs  positives  ou  des  valeurs  négatives:  or,  sans  recourir  à  la  théorie 
des  séries  trigonométriques,  on  a  une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
X  et  qui  satisfait  aux  eonditions  imposées:  c'est  précisément  la  série  precedente  dans  laquelle 
on  rempiace  x  par  x-f-  1 ;  la  somme  de  cette  série  est  égale,  quelle  que  soit  la  variable  réelle  x 
supérieure  à  —  1,  à  la  limite,  pour  m  infini,  de 

1  — («+1)"' 


1-f  (x+l)" 
c'e9t-à-dire  à  +1,0  ou  —  1  suivant  que  x  est  négatif,  nul  ou  positif. 


X. 


SUR  L'1NTÉGRALE  (  '^  e-^'dx. 


Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Weyr. 


(Comptes  rendus  des  aéances  de  la  Société  Royale  des  Sciences  de  Bohême.  Prague,  1889). 


Vous  connaissez  bien  la  démonstration  classique  de  la  formule 


,'»  1    /-- 


basóe  siir  Tégalité 


1»  rtyy 


f     dx  í    e-''*^^+y''>  xdy  =   l     drj  i    e-'^^^+'J->  xâx 


o  o 


On  ne  trouve  pas  dans  les  Ouvrages  que  je  coimais  la  démonslratiun  rigiiieuse  de  cette 
égalité,  et  je  me  propose  d^nc  de  considerei-  ici  cette  qiiestion 

Comme  la  fonction  xe— ^'C+J'''   est  continue  daiis  les  iiitervalles  (0.  .  .a)   et  (0. .  .i),   on  a 


a  /\b  /«ft  /'•fl 


(1)  Cdx  íe-^*^^+y^>  xdy  ^   í  dy  Ç  e-»««H+J/«ia;áa; 


U  II  nu 
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Considérons  d'abord  le  second  membre  de  cette  égalité.  Nous  avons 

-.6  ,-.0  1      ,-.í.r  "1       ,7,,  1  1  «i  // 

u  u  u  o 

ou,  en  vertu  du  ]jremier  théoreme  de  la  moyenne, 

I    Jy  I    e-^i'+i'''  xãx  =  —■  are  tgb -^  g— "'i'-*:'  are  tg  J, 

o         o 

oú  ]t/i  represente  une  quantité  eomprise  entre  zero  et  b. 
Donc 

(2)  lim     f  dy  f  "e-^-f+y''  xda:  =  ^- 

O  O 

Considérons  maintenant  le  pren)ier  membre  de  Tégalité  (1).  Nous  avons 


0  0  0  0  a  o 


OU  «  represente  une  quantité  eomprise  entre  zero  et  « ;  et  par  conséquent,  en  vertu  du  pre- 
mier  théoreme  de  la  moyenne, 

/a  -  b  ,'6  *  a  •  6  ,»  'i 

dx  j    e--^-'^^y'-^xdy=       e-^^X-Xidy.       e-^"^<te-f  /    e-^^y Xidy.  1    e-'-flx, 

0  0  0  0  0  i 

oíi  xi  represente  une  quantité  eomprise  entre  zero  et  «,  et  2:3  une  quantité  eomprise  entre  « 
et  a.  En  posant,  dans  cette  formule,  Xiy^zi  et  xiy  =  Z2,  on  trouve 

rfo,-/    e-*'"-f-!^'a?t/?/=  /       e--íf/zi./     t-^-dx-^i       e-'4dzi.l    e-^^-ãx, 


d'oú  l'on  tire 


lim      f  dxÇ  e-•■''l'^y'lxf//y=  I  \~^-dx.   lim  /    '  e  -^^  dx+  í^' e~^- d.>- .  j  '^'e-^-dx 


o         o 
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e~-^'rfa;  tend 




vers  zero  et  que  rintógrale  /     e~^'dx  est  finie,  on  troiive 

o 


(3) 


<',0=^J  J 


o         u 


Les  formules  (2  et  (3)  montrent  que  les  deux  merabres  de  (\)  tendent  vers  des  valeurs 
dóterminées,  quaiid  a  e  b  tendent  vers  1'intini;  et,  de-là  on  conclut,  puisque  ces  limites  doi- 
vent  étre  egales, 


/■ 


''  Jx 


ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 


XI. 

SUR  UNE  FONCTION  NDMÉRIQUE. 

(Intermédiaire  des  mathématiciens,  t.  XII.  Paris,  1905). 
Considéfons  la  fonution 

oíi  11  et  r  sont  entiers 

Montrer  qiie/(?í,  ;•)  =  O  quand  7'<n  et  que/(íi,  n)  =  n\  . 
Quelles  sont  les  valeurs  de  /"(«,'")  pour  r  =  ji  +  l,  n-\-2,   ...  '?(•). 


•  * 


Soit 


/(«,  r)  =  ,.'-»(«- 1  )'■  + -^"^Jt^  («- 2)'- . 


On  a 


f{n,r)- 


dx''        )  x=Q      ^         <^*'         / 1=0 
ou 

•T    ,    a;-    ,  ,    ít-™-*  \" 


et  il  suffit  que  l'on  forme  la  dérivée  d"oidre  r  dii  produit  x"'-i(a,'),  au  nioyen  de  la  fonnule  de 


(')  Question  proposée  par  M.  E.  B.  Escott  dans  V InU.rmidiaire  des  mathnnaliciens^  t.  xt,  p.  201. 
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Leibnitz,  et  qu'on  pose  ensuite  £C  =  0,  pour  obtenir  les  égalités 

f{n,r)       =  O  (»•<«), 
f(n,  n)       =nl, 

(1)  /Kn+i)  =  ('*  +  *")n!^'0(O). 

Cette  dernière  égalité  donne 

La  valeur  de  cp'"' (x),  pour  x  =  0,  qui  entre  dans  la  formule  (1),  peut  être  calculée  de  la 
manière  suivante : 
On  a 

oíi  a,  3,  T)  •  •  •  représentent  les  solutions  entières,  positives  et  nulles,  de  Téquation 


et,  par  conséquent, 


tp«  (0)  = 


.  V. 


n  !  i 


i;t 


«!P!t!...(2!)P(3!)^.. 

ou  —i  dóit  setendre  aux  solutions  entières,  positives  et  nulles,  des  équations 

P  +  2Y  +  38+..   =i, 
«+   p+    T+...=  «. 
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SOBRE  A  REPRESENTAÇÃO  DA  FUNCÇÃO  Hr{x)  POR  UM  INTEGRAL  DEFINIDO. 


(El  Progreso  matemático,  t.  I.  Zaragoza,  1891). 


Serret  no  seu  Calcul  integral  (p.  172-176)  deduz  do  integral  de  Cauchy: 

doL 


o 
ou,  pondo  «  =  — log^ 

(1)  1 


(«—1)6-'-'- 


1  —  e-«   J  IT 


\ogV{x)  =  j' 


1-F-i 
l—t 


-x+l 


dt 


logí 


a  egualdade  de  Gauss 
(2) 


V{x)=  lim 


1.2... «71* 


„=«,   x{x+l).  ..{x  +  n) 


Como  porém  esta  egualdade  se  demonstra  de  um  modo  muito  simples  sem  a  consideração 
do  integral  de  Cauchy,  julgamos  preferível  deduzir  d'e]la  este  integral,  como  vamos  ver. 
A  egualdade  (2)  dá 


logr(íc)=   lim 


log  11  -\-  log  (1 . 2  ...  w)  —  log  «—  ig(ic+l)  —  ...  —  log  {x  -\-  n) 


ou  por  ser 


log  «  =  logy  +  log  y +.  .  .+ log;^^— -^ 

logr(£t;)  =  lim 


1       2  ,       3  n 

x\(^S-r-  +  xlog-^  +  ..  .+X  log - 

i  ^  n  —  1 


+  log — hlog — rT  +  -  •  -  +  '00 —^ — 

X  a,-fl  x-rii 
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Temos  porém 


Logo 


|,«i  í i               p^    t 1 
X  /    -i dt  +  x       t  -, dt  +  ..  . 
J     logí        ^   J       logí 

o  o 

/l  / 1  /'li  fx—l  M    1  — yi 

í"-2V-^(?<+/       .  <?<+/     \-^dt 

logí        V       logí  V       logí 

n  0  0 

logí        ^       ^J  logí        J 

o  o 

«=-l    7      logí   ^    ^     '       ^       ^  '  j         logí 

o  o 


Mas 


1  <"-• 

l+í  +  í2  +  ..H-í"-^  = 


1+Í  +  Í2  +  ...+  Í 


ti-í  . 


1-í  1-í 

1  í" 

l-í~l  — í  ' 


Será  pois 


ou 


iogr(.)= lim  \-x  r'/^+  rr    dt-v  r'/-r   dí 

^     ^  ^     „=^  L       J    logí^J       logí  ^J    (l-í)logí 

o  o  u 

„i  (<  _  1)  t»-i  dt        /.'  (1  — í')  í»  í7í  I 
o  o 

^     ^^     J     L    1-í  Jlogí^„=,J  (<-l)logí 

o  o 

o  ultimo  integral  que  entra  nesta  fórmula  dá,  attendendo  ao  primeiro  tkeoretna  da  media, 

/  '"-'        (í-l)logí         ''="^1  ^"-'^'  =  K-. 

o  o 
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K  representando  um  numero  que  não  é  superior  ao  maior  nem  inferior  ao  menor  dos  valores 
que  toma  a  funcçào 

í*+*  — (a;-M)<+a; 
(í-l)logí 

quando  t  varia  desde  O  até  1.  Como  esta  funcção   é  finita   neste  intervallo   e  —  tende    para 
zero  quando  n  tende  para  o  infinito,  temos 


(í-l)logí 


hm   /  í"-' ^^  ^  i' i„i.  dt  =  0. 


e  portanto 

dt 


/•'ri—  í*-*  ~l 


lògí 
o 

que  é  o  resultado  que  pretendiamos  demonstrar. 


XIV^ 


I. 

SUR  DEUX  MANIÉRES  DE  CONSTRDIRE  LES  SPIRIQUES  DE  PERSEUS- 

(Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  m  Reihe,  t.  XI.  Leipzig,  1906). 

On  trouve  dans  le  tome  ii,  p.  õ"2,  de  Tédition  d»-s  Oeuvres  de  Huygens  publiée  par  la 
Société  hoUandaise  des  Sciences  une  lettre  de  Sluse  à  Huygens  dans  laquelle  il  donne  une 
méthode  pour  construire  les  spiriques  de  Perseus  au  moyen  d'une  hyperbole  équilatère.  Nous 
allons  nous  occuper  de  cette  méthode  dans  le  premier  chapitre  de  ce  travail  pour  en  donner 
une  démonstration  algébrique  et  indiquer  quelques  résultats  qui  s'y  rapportent. 

Dans  le  second  chapitre  nous  donnons,  pour  la  construction  des  mêmes  courbes,  une 
méthode  bien  plus  simple  que  celle  de  Sluse,  puisque,  au  lieu  d'une  hyperbole,  nous  em- 
ployons  une  circonférence  et  nous  dérivons  chaque  point  de  la  spirique  de  chaque  point  de 
la  circonférence,  comme  Sluse  les  derive  de  Thyperbole,  au  moyen  de  la  construction  d'une 
moyenne  géométrique  entre  deux  segments  de  droite. 

Les  résultats  obtenus  dans  ces  deux  chapitres  sont  étendus  dans  le  troisième  chapitre  aux 
sections  de  la  surface  engendrée  par  une  ellipse,  par  une  hyperbole  ou  par  une  parabole 
quand  elle  tourne  autour  d'une  droite  placée  dans  son  plan  et  perpendiculaire  à  !'un  de  ses 
axes. 

Siir  une  inítliodo  de  Sluso  pour  coiistniirp  les  spiriques  de  Perseus 
au  moyen  d"uiie  hyperbole. 

1.     On  sait  que  réquation  des  spiriques  de  Perseus  est  la  suivante : 
(1)         •  (x^-  +  f  +  l*  +  c^--R-)  =  4r-(x'-  +  c'-), 

ou  R  represente  la  rayon  de  la  circonférence  méridienne  dii  tore  auquel  appartient  la  spirique 
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coiisidérée,  c  la  distance  du  plan  qui  la  contient  à  Taxe   de    la  surface   et   l  Ia  distanee    dii 
centre  de  la  circonférence  rapportée  au  même  axe. 
En  posant  dans  cette  équation 

k  étant  une  quantité  constante,  on  obtient  la  transformée  suivante: 

(^2  _  3,2  +  ly^  +  p  +  c2  -  E-2)2  -  4/2  (x^-  +  c2)  =  O, 

et  nous  allons  cliercher  les  conditions  pour  que  cette  équation  represente  deus  coniques. 
Pour  cela,  le  premier  membre  de  cette  équation  doit  étre  réductible  à  la  forme 

{x^-  +  Arjl  +  Byi  +  C)  {x^-  +  A>f  +  B'y  +0'), 
ce  qui  donne  les  équations  de  condition 

AA'=1,     A  +  A'  =  -2, 
C  +  C'=2(c2-Z2-R2), 

B  +  B'  =  2^, 

BB'  +  A'  C  +  CA'  =  \^  -  2  [l-^  +  c*  -  R2), 

B'C  +  BC  =  2X  (Z^  +  c^  -  R-), 

AB'  +  BA'  =  -2X. 

Or,  les  deus  premières  équations  donnent 

A  =  -l,     A'  =  -l; 

la  troisième  et  la  quatrième  donnent 

C  =c2-Z2-R2  +  2ZR, 

C'  =  cí-Z2_R2_2ZR; 

ensiiite  la  cinquième  et  la  sixième  donnent 

B  =  l.-2l,     B'=>.  +  2Z, 


i 
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et  enfin  la  septièrae  donne 

X  =  2R. 

La  dernière  éqiiation  n'est  pas  distincte  des  precedentes. 

Donc  le  lieu  considere  se  réduit  à  deux  coniques  quand  X  =  2R,  et  les  équations  de  ces 
coniques  sont  les  suivantes: 

(3)  x'--y]  +  2(R-l);/i+c''--r--W  +  2lR=^0, 
a;2_y2  +  2(R  +  Z)  ?/,  -f  c^-l-  -  R-  -  ^^R  -=  0. 

Ces  deux  équations  peuvent  être  réduites  à  la  forme 

(4)  yl-x'-  =  c^ 

en  posant  dans  la  première  yi  =yi-\-K—l  et  dans  Ia  deuxième  yi  =y-2  +  R  +  Z.  Elles  repré- 
sentent  donc  deux  hyperboles  équilatères  dont  les  axes  sont  égaux  à  2c,  ayant  la  première 
le  centre  au  point  (O,  R  —  l)  et  Tautre  au  point  (O,  R  +  Z). 

En  changeant  dans  Tanalyse  precedente  la  valeur  de  B  contre  celle  de  B',  c'est-à-dire  en 
posant 

B  =  X  +  2Z,     B'  =  X-2Z, 

on  trouve  deux  nouvelles  hyperboles,  symétriques  des  precedentes  par  rapport  à  Taxe  des 
abscisses,  qui  correspondent  à  X  =  —  2R. 

On  conclut  de  tout  ee  qui  precede  qu'il  existe  quatre  hr/perboles  égales  telles  que  à  cliaoun 
de  leurs  points  correspond  un  point  de  la  spirique  considérée  lequel  est  lié  à  celui-là  par  la 
relation(2),  oíi  I  =  2R  ou  1=— 2R. 

Ce  résultat  pouvait  ctre  prévu,  puisque  le  second  niembre  de  Téquation  (2)  ne  change  pas 
de  valeur  quand  on  y  reiuplace  ij\  par  X — y{,  ni  quand  on  y  remplace  X  par  — \  ^i  yi  par 
—  yi.  Cette  circonstance  fait  encore  vojr  que,  pour  obtenir  tous  les  points  de  la  spirique,  il 
ne  faut  pas  d'euiployer  plus  d'une  des  hyperboles  considérées. 

2.     II  resulte  de  la  relation 
(õ)  y»  =  (2R-y,)y, 

que  les  points  de  Fhyperbole  auxquels  correspondent  les  points  réels  de  la  spirique  sont  ceux 
qui  sont  compris  entrs  les  droites  représentées  par  les  équations 

2/1=0,     y,  =  2R. 
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1."  Si  les  deux  droites  coupent  une  même  branclie  de  riiyperbole,  la  courbe  est  formúe 
par  deux  ovales  extérieurs  Tun  à  Tautre. 

2.'  Si  une  seule  de  ces  droites  coupe  Fliyperbole,  ia  spirique  se  réduit  à  un  ovale. 

3."  Si  Tiine  des  deux  droites  coupe  la  branelie  supérieure  de  riiyperbole  et  Tautre  la 
branche  inférieure,  la  spirique  est  formée  par  deux  ovales  dont  Tun  est  à  Tintérieur  de  Tautre. 

Dans  tous  ces  cas  les  sommets  de  la  spirique  eorrespondent  aux  points  oii  les  droites 
coupent  rhyperbole  et  aux  sommets  de  cette  courbe  compris  entre  les  droites. 

Les  conditions  pour  que  les  droites  considérées  coupent  Thyperbole  peuvent  être  traduites 
par  des  incgalités,  que  nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  déduire,  lesquelles  cuíncident  avec  les 
conditions  connues  pour  que  la  spirique  ait  une  ou  deux  branches. 

3.  Si  Ton  pose  dans  Téquation  (5)  yi  =  R,  il  vient  7/  =  ±R.  On  voit  donc  que  la  spirique 
et  riiyperbole  se  coupent  dans  les  points  correspondants  à  ?/i=R,  lesquels  sont  réels  quand 
à  j/i  =R  correspond  un  point  réel  de  Tlij^perbole,  c'est-à-dire  quand  c~^l. 

D'un  autre  côté,  les  points  oíi  les  ordonnées  de  la  spirique  passent  par  une  valeur  ma- 
xime  sont  donnés  par  Téquation 

(^,-R)y,  =  0, 

qui  resulte  de  (5),  dont  une  solution  est  y\  =  R. 

L'hyperbole  passe  donc  par  les  deux  points  de  la  spirique,  symétriques  par  rapport  à 
Taxe  des  ordonnées,  ou  les  ordonnées  de  cette  courbe  ont  une  valeur  maxime. 

4.  On  peut  tracer  les  normales  à  la  spirique  considérée  au  moyen  des  normales  et  des 
tangentes  ;i  Tliyperbole.  En  effet,  Téquation  (5)  donne  la  suivante 

yj  =  %i  —  Z/l  y\ ) 

qui  determine  la  sous-norraale  de  la  spirique  au  point  (a-,  y),  quand  on  connaít  la  sous-normale 
de  l'hyperbole  au  point  correspondant  (x,  y\)  et  le  segiuent  de  droite,  dépendante  de  la  tan- 
gente à  riiyperbole  au  même  point,  represente  par  R?/'i . 

5.  Les  hyperboles  qui  eorrespondent  aux  di verses  valeurs  de  c,  c'est  à-dire  aux  diverses 
sections  du  tore,  forment  une  surface  dont  Téquation  est  la  suivante: 

x\-y\+^,  +  2{U-l)y,  =  {U~lf. 

Cette  surface  est  donc  un  cone  de  révolution,  dont  Taxe  coTncide  avec  Taxe  du  tore,  et 
qui  coupe  cette  surface  dans  son  équateur  et  dans  lo  cercle  parallèle  plus  élevé. 

II  en  resulte  que  à  chaque  point  du  cone  represente  par  Téquation  precedente  correspond 
un  point  du  tore  lié  au  premier  par  les  relaiions 

«--íC),     ?/2  =  (2R  — ^i)?/i,     3  =  2:1. 
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Siir  une  maiii^re  <lc  construirc  les  spiriques  de  Pci-scus 
an  moveu  (riine  eircoiifth-eiice. 


6.  On  vient  de  voir  que,  dans  la  inétliode  de  Sliise,  les  points  de  la  spirique  sont  deri- 
ves de  céus  d'une  hyperbole  ,iu  moyen  de  la  construftion  d'une  nioyenne  géométrique  entre 
deux  segmenta  d«  droite.  Nous  alluns  donner  niaintenant  une  autre  méthode,  plus  siinple 
que  la  précédt-nte,  pour  construire  la  spirique  considérée,  dans  laquelle  on  déduit  chaque  point 
de  cette  courbe  d"un  point  correspondant  d  une  circonférenee  en  construisant  aussi  une  moyenne 
géométrique  entre  deux  srgnients  de  droite.  Cette  mélliode  se  presente  d'iine  nianière  três 
naturelle,  mais  nous  ne  lavons  pas  trouvée  dans  les  travaus  sur  les  spirique  que  nous  avons 
pu  voir. 

Considérons  encore  Téquation  de  la  spirique 

(x^-  +  i/^-  -{-r-  +  c-  -  R-')2  =  ili  (x^  +  c'-) 
et  posons 

4  4  4 

x-  =  x-—'C-. 
II  vient 
(6)  •  (xi±ir-  +  y'-  =  R'^. 

On  voit  donc  que  la  relation  precedente  transforme  la  spirique  considérée  en  deux  cir- 
conférences  de  rayon  égal  à  II,  ayant  leurs  centres  aux  points  (i^^  0),  et  que  à  chaque 
point  (xi,  y)  de  ces  circonférences  correspond  uu  point  de  la  spirique,  ayant  la  même  ordon- 
née  et  une  abscisse  égale  à  la  moyenne  géométrique  entre  xi  —  c  et  xi  -f-  c.  II  convient  de 
remarquer  que,  pour  faire  la  construction  de  la  courbe,  il  suffit  d'employer  une  des  circonfé- 
rences considérées,  puisque  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  ordonnées. 

On  trouve  aisément  la  forme  que  la  spirique  prend  dans  les  divers  cas  qui  peuvent  se 
pi'ésenter. 

1."  Si  les  circonférences  ne  coupent  pas  Taxe  des  ordonnées  (tore  couvertj  et  la  droite 
représentée  par  Téquation  x  =  c  est  comprise  entre  ces  circonférences,  la  spirique  est  formée 
par  deux  ovales,  qui  ont  quatre  soinraets  sur  Taxe  des  abscisses,  lesquels  con-espondent  aux 
points  oii  les  circonférences  considérées  coupent  cet  axe.  Aux  quatre  points  oii  les  tangentes  aux 
circonférences  sont  parallèles  à  Taxe  des  abscisses  correspondent  quatre  points  ou  les  tan- 
gentes à  la  spirique  sont  parallèles  au  niême  axe. 

2."  Si  le  tore  est  ouvert  et  la  droite  a:=ccoupe  une  des  circonférences,  la  spirique  se  réduit 
à  un  ovale,  qui  a  deux  sommets  sur  Taxe  des  ordonnées,  lesquels  correspondent  aux  points 
ou  cette  droite  coupe  la  circonférence  considérée,  et  deux  sommets  sur  Taxe  des  abscisses, 
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qu'on  obtifiit  comme  au  cas  précédent.  Si  la  droite  coupe  Ia  demi-circonférence  plus  pio- 
chaine  de  Taxe  des  ordonnées,  la  eourbe  a  quatre  points  oíi  les  tangentes  sont  parallèles  à 
Taxe  des  abscisses,  qui  correapondeiit  aux  points  des  circonférences  ou  les  tangentes  sont  pa- 
rallèles à  cet  axe.  Mais,  si  la  droite  coupe  raiitre  demi-circonférence,  ces  points  devienent 
imaginaires. 

3.°  Si  le  tora  est  ouvert  et  une  des  ca-conférences  est  comprise  entre  Taxe  des  ordonnées 
et  la  droite  x  =  c,  la  eourbe  est  iuiaginaire. 

4."  Si  les  circonférences  coupent  Taxe  des  ordonnées  {tore  fermé),  la  spirique  est  formée 
par  deux  ovales,  quand  les  droites  íc  =  c  et  u;  =  —  c  coupent  Tune  des  circonférences  considé- 
rées,  par  un  seul  ovale,  quand  une  seul  de  ces  droites  coupe  cette  circonférence,  et  elle  est  inia- 
ginaire  quand  ni  Fune  ni  Taiitre  la  coupent.  On  determine  les  sommets  de  ces  ovales  et  les 
points  ou  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe  des  abscisses  comme  dans  les  cas  précédents. 

7.  On  peiít  tracer  d'une  manière  três  facile  les  normales  à  la  spirique  au  moyen  des  nor- 
males  aux  circonférences  considérées.  En  effet,  on  a 

dx  dxi 

dy  dtj 

et,  par  conséquent,  les  sous-nurmales  de  la  spirique  et  de  la  circonfi-renee,  par  rapport  à 
Taxe  des  ordonnées,  sont  ógales.  Les  nurmales  à  ces  deux  courbes  aux  points  correspondants 
coupent  dono  Taxe  des  ordonnées  dans  le  mênie  puint. 

8.  Les  circonférences  qui  entrent  dans  les  constructions  precedentes  ne  dépendent  pas 
de  c,  et  sont  égales  à  la  circonférence  méridienne  dii  tore  considere.  De  là  et  de  ce  qu'on 
vient  de  dire  au  n."  7  il  resulte  que  les  normales  aux  diverses  spiriques  qui  eorrespondent 
aux  valeurs  données  à  c,  menées  par  les  points  ou  elles  coupent  une  droite  parallèle  à  Taxe 
des  abscisses,  coupent  Taxe  des  ordonnées  en  deux  puiuls,  Ttin  qui  correspond  aux  points  des 
spiriques  ou  la  convexité  est  tournée  vers  le  cote  des  abscisses  positives  et  Tautre  qui  cor- 
respond aux  points  de  ces  courbes  qui  ne  satisfont  pas  à  cette  condition. 

II  resulte  de  ce  qui  precede  que,  si  un  plan  se  dcplace  parallèlement  à  un  plan  fixe  qui 
passe  par  Taxe  du  tore,  les  normales  aux  spiriques  qui  en  résultent,  aux  points  du  même 
parallèle  de  la  surface,  se  coupent  sur  deux  droites  qui  passent  par  Taxe  du  tore  et  sont 
perpendiculaires  à  cette  axe.  Les  lieux  géométriques  de  ces  normales  sont  donc  des  conoídes. 

On  trouve  facilement  Téquation  de  ces  conoides. 

En  effet,  Téquation  des  normales  aux  spiriques  qui  eorrespondent  au  même  point  (a,  j3) 
de  la  circonférence  considérée  cidessus  est  la  suivante: 

XY  {P  -  p2  -  «2  f  R2)  +  pX  (a2  +  p2  +  li  -  IV)  =  2r-  X[i, 
oii  X  =  /o!^  —  c^. 
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Si  Ton  represente  donc  par  a;',  y' ,  z'  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
dont  on  veut  L-liert-lier  l'óquation,  on  a 

xy'{r--^^-oL^+K'-)  +  ,3x'  («2  +  p2  -f  ;t  _  R2j  =  21^  x} . 

Mais,  eomme  le  poiíit  (as,  p,  z')  doit  être  placé  sur  le  tore,  on  a 

(a;2  +  p2  +  ^2  +  3'í  _  R2)2  =  4Z^  (x^  +  2/2). 

En  éliminant  maintenant  x  entre  cette  équation  et  la  precedente,  on  ohtient  Téquation 
demandée. 

On  peiít  donner  à  cette  íquafion  sa  forme  pliis  simple  en  transportant  Torigine  des 
coordonnées  au  point  dont  les  coordonnées,  rapportées  aiix  axes  primitifs,  sont  ÍO,  o),  0),  en 
supposant 

2P^ 


On  trouve  alors 


Z2_p2_5ta_^R2 


=  4Z2 


ou 


rK2('^y-fpí+í«+z'2-R2 

P(a2+j52+Z2_R2) 


X" 


K  = 


Í2_32_«2  +  RÍ 


A  ce  qui  precede  nous  ajouterons  encore  que  les  tangentes  aux  spiriques  placées  sur  les 
plans  parallèles  au  plan  fixe  mentionné  ci-dessus,  aux  points  du  mêine  parallèle  du  tore,  for- 
raent  des  cylindres  tangentes  à  cette  surface  en  tous  les  points  de  ce  parallèle. 


Sur  rextciision  des  iiiéthodos  procedentes  íi  quelques  aiitres  courbes. 


O.     Tout  ce  ciu'on  vient  de  dire  dans  les  n."'  précédents  est  applicable  à  la  courbe  défi- 

nie  par  Téquation 

(7 )  {x^  +  f-  +  ^2  _  c2  -  Wf  =  4^2  (a;*  -  c% 

qui  ne   diffère   de   (1)   que  par   le  signe  de  c-.  Ainsi   on  peut  construire   cette   courbe  au 
nioyen  de  Thyperbole 
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conjuguée  de  celle  qui  a  été  considérép  précédemment,  et  au  raoyen  de  la  relation 

et  on  peut  la  construire  aussi  au  moyen  de  la  circonférence 

(a;,  +  í/-  +  «/-  =  R- 
et  de  ia  relation 

a;-  =  a?j  -(-  c'. 

La  courbe  représentée  par  Téquation  (7)  peut  être  considérée  comme  la  section  du  tore 
par  le  plan  imaginaire  y=c\J — 1.  Ses  points  réels  eorrespondent  aux  points  imaginaires  du 
tore.  On  peut  Tappeler  pseudo-sj^irique. 

IO.  Tout  ce  qu'on  a  dit  précédemment  à  Tégard  des  sections  du  tore  peut  être  éteudu 
aux  sections  de  la  surface  engendrée  par  une  ellipse,  quand  elle  tourne  autour  d'une  droite  pla- 
cée  dans  son  plan  et  perpendiculaire  á  Tun  de  ses  axes. 

L'équation  de  ces  sections  est  la  suivante: 

(a2  f  -+b^-x^-  +  ò2  c2  -h  P  l^  -  a'-  b^f-  =  46^  r-  («2  +  c«), 

a  et  h  étant  ies  demi-axes  de  l'eliipse,  l  la  distance  de  son  centre  à  Taxe  de  révolution  et  c 
la  distance  du  piau  de  la  section  au  même  axe;  et  Ton  voit,  en  procédant  comnie  dans  le  cas 
des  spiriques,  que  ces  courbes  peuvent  être  construites  au  moyen  de  Thyperbole. 

b^^x^-a^yl  -^2ab{a-l)yi+  b'^  [c^  -  (l-a)*]  =  O 
et  de  la  relation 

f^  =  {->>- I/i)  l/i , 
ou  au  moyen  de  Tellipse 

a\>f  +  ò^{xi-lf=a^b^' 
et  de  la  relation 


Les  conséquences  de  ces  constructions   données  précédemment  pour  le  cas  des  spiriqu  s, 
peuvent  être  étendues  facilement  aux  courbes  plus  générales  qu'on  vient  de  definir. 

11.     En   cliangéant  dans  ce  qui  precede  b-  en  —  5"^   on  trouve   des   résuitats  applicables 
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aux  sections  de  la  surface  engendrée  par  le  movement  d'hyperbole  autour  d'une  droite  placée 
dans  son  plan  et  perpendiculaire  à  l'un  de  ses  axes. 

12.     Une  des  constriictions  qu'on  vient  de  considérer  est  aussi  applicable  aux  sections 
de  la  surface  engendrée  par  la  parabole 

quand  elle  tourne  autour  de  Taxe  des  ordonnées,  par  d^s  plans  parallèles  à  l'axe  de  róvolution. 
II  est  facile  de  voir  que  Téquation  de  ces  courbes  est  la  suivante: 

et  qu'elies  peuvent  donc  être  construites  au  inoyen  de  la  parabole 

y-  =  2px\  +  qi 
qui  coincide  avec  la  parabole  donnée,  et  de  la  relation 

X-  —  a:j  —  C-. 


II 


SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DE  LA  STROPHOIDE 
ET  SDR  LES  CUBIQUES  QDI  COINCIDENT  AYEC  LEURS  CISSOJDALES 

(Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  4.*  série,  t.  VT.  Paris,  1906). 


Nous  allons  donner,  dans  la  preraière  partie  de  ce  travail,  une  propriété  de  la  stroplioide 
qui  nous  par^t  interessante  et  qui  n'a  pas  été  encore  remarquée,  croyons-nous.  Ensuite,  en 
généralisant  le  résultat  obtenu,  nous  cliercherons  les  cubiques  qui  coineident  avec  les  cissoí- 
dales  d'elles-mêmes  et  d'une  droite  ou  d'une  circonférence. 


L 


Rappelons  d'abord  un  théoreuie  de  M.  de  Longchamps  dont  nous  ferons  usage.  Ce  tliéo- 
rèrae  a  été  obtenu  par  une  voie  pureinent  géoinétrique  par  ce  savant  géomètre;  mais  on  peut 
le  démontrer  aussi  clairement  par  Tanalyse,  comrae  on  va  voir. 

Considérons  une  courbe  quelconque  C,  tme  droile  D  et  un  point  O,  non  situe  sur  cette  droiíe, 
et  menons  par  O  une  autre  droite  arlitrnire  D|.  Soient  R  et  S  les  points  oii  D^  coupe  la  courbe 
et  la  droite  D,  respectivement ;  pi  et  o^  les  vecteurs  de  ces  p)Oints ,  rapportées  à  T origine  O,  et  M 
un  point  de  D|  dont  le  vecteur  p  soit  égal  à  la  différence  p2  —  {'{•  Le  lieu  deu  positions  que  M 
prend  quand  Di  varíe,  en  ^ta^saut  toujours  par  O,  est  une  courbe  nommée,  comme  on  sait, 
cissoídale  de  la  courbe  C  et  de  la  druife  D  2^ar  rapport  au  point  O,  que  nous  nommerons  pôle. 

Cela  pose,  prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  point  O,  et  pour  axe  des  abscisses  la  per- 
pendiculaire  à  D  qui  passe  par  ce  point,  et  représentons  par  d  l'angle  forme  par  Di  avec  cet 
axe,  par  (x,  y)  les  coordonnées  de  M,  par  (a;i,  yC)  les  coordonnées  de  R  et  par  a  la  distance 
de  O  à  la  droite  D.  On  a  alors 

x=a  —  pi  cos  6,     ?/  =  otang6  —  pisinô, 
xi  =  picos6i,  ^1  =  pi  sino; 
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et  par  conséquent  les  éqiiations  de  la  tangente  à  la  cissoidale  aii  point  ]\I  et  de  la  tangente 
à  la  courbe  C  au  point  R  sont  les  siiivantes : 

('&i  sin  6  —  pi  cos  6 1  V  -r  (  Pi  sin  6  +  pi  cos  d ^-v )  x  =  -~ — ^7 o":  — r-r  ? 

^'  '  'J  >    \\^  '  i'  cos^e/  coso       ''      cos-e 

(pi  cos  6  — pi  sin6)_?/ —  (pi  cos  6  -j-  pi' sin  6)a;  =  — p^, 

oíi  pi  represente  la  dérivée  de  pi  par  rapporl  à  6. 

On  voit,  au  lucyen  de  ces  équations,  que  les  coordoiinées  yi  et  ?/•>  des  points  oii  ces  tan- 
gentes coupent  la  droite  D  sont  déterniinées  par  les  équations 

2ii  pi  —  p]  cos  6  —  a  cos  6  ípí  sin  d  +  pi  cos  6) 
(pi  sin  O— pi  cos  6)  cos  O 

pj  —  a  (pi  cos  6  +  pi  sin  6) 

y-i  = : — ; • 

pismO  —  pi  cos  6 

On  a  aussi,  en  représentant  par  1/3  Tordonnée  dii  point  ou  la  droite  Di  coupe  D, 

7/3  =  «  tang  0. 
II  resulte  de  ces  équations  Tidentité 

i/i—i/-2  =  2iij3—yi), 

au  moyen  de  laquelle  011  voit  que  la  droi'e  qui  pas^se  par  O  et  jm^'  ie  point  (x,  y)  de  la  cis- 
soidale coupe  la  droite  donnée  U  en  iin  p>oint  équidistant  de  ceiíx  oíi  elle  ent  coupée  par  la 
tangente  à  la  cissoidale  au  point  (x,  y)  et  par  la  tangente  à  la  courbe  C  au  point  (xi,  yi). 

Ce  théorème  est  celui  que  noas  nous  proposions  de  dcmontrer  analytiquement.  II  a  été 
comrauniqué  en  188Õ  par  M.  de  Longchanips  à  TAssociation  française  pour  1'avancement  des 
Sciences,  au  Congros  de  Gienoblt'. 


II. 


Appliquons  maintenant  ce  théorème  à  la  strophoide. 

Considérons  une  droite  L,  et  deux  points  A  et  B,   dont  le  premier  soit  situe  sur  cette 
droite.  Si  par  le  point  B  on  niène  des  droites  qui  coupent  L,  et  si  Ton  prend  sur  chacune,  á 
VOL.   II  CCC 
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partir  du  point  K  d'intersection,  deus  segments  KM  et  Klli  tels  qu'on  ait 

KM  =  KMi  =  KA, 

le  lieu  des  points  M  et  Mi  qu'on  obtient  est,  comme  on  sait  bien,  une  strophoíde  (').  On  sait 
aussi  que  la  distance  du  point  B  à  la  droite  L  est  égale  à  la  distance  de  L  à  Tasymptote 
réelle,  laquelle  est  parailèle  à  L.  On  a  done,  en  représentiint  par  H  le  point  d'intersection 
de  la  droite  MMi  avec  cette  asymptote, 

BMf  BM,  =  2BK  =  BH. 

On  voit  au  raoyen  de  cette  reJation  qu'une  partie  de  la  cubique  considérée  est  la  cissoí- 
dale  de  Tautre  partie  et  de  rasymptote,  et  que,  par  conséquent,  les  tangentes  à  la  strophoíde 
aux  points  M  et  M|  çoupent  Vasymptole  en  deiix  points  équidistants  de  celui  ou  elle  est  coupée 
par  la  droite  BK. 

Ce  théorème  est  celui  que  nous  nous  proposions  d'établir:  il  en  resulte  les  corollaires 
suivants: 

r^  La  tangente  à  la  strophoíde  au  p>oint  B  pa^íe  par  le  point  ou  cette  cubique  coitpe  son 
asymptote  rétlle. 

2°  Les  detix  points  de  la  strophoíde  oii  la  tangente  est  parailèle  à  Vasymptote  réelle  sont 
situes  sur  une  droite  qiii  passe  par  B. 


III. 


La  strophoíde  n"est  pas  la  seule  cubique  qui  jouisse  de  la  propriété  de  cincider  avec  une 
cissoidale  d'elie-mêine  et  d'ane  droite  par  rapport  à  un  point  de  la  cubique.  Xous  allons 
chereher  les  cubiques  qui  satisfont  à  cette  condition. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  pôle  de  la  cissoidale  et  pour  axe  des  cool-données 
une  parailèle  à  la  droite  donnée,  et  considérons  Téquation  générale  des  cubiques: 

Ax3  -f  Bx^-y  +  Cxif-  +  Dl/  +  ^Tr  +  Fxy  +  G?/^  -r  Hx  +  %  =  O 
ou,  en  posant 

as  =  p  cos  6,     ?/=osin6, 


(')  On  peut  voir  la  théorie  de  cette  cubique  dans  notre  Tratado  de  las  atrras  especiales  notábles,  ouvrage 
«ouronné  et  public  par  rAcadémie  des  Sciences  de  M.idrid  (Madrid,  ItlOtí,  p.  16i. 
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pour  la  rapjíorter  aux  cooidonnces  polaires, 

(A cos3  e  +  B  cos-  Ô  sin  6  +  C  cos 6 sin^  6 -{-D sin' 6)  f 
+  (E  cos2  H-  F  cos  e  sin  Ô  +  G  sin«  6j  p  +  II  cos  e  -1-  K  sin  e  =  0. 

En  repróseiitaiit  par  pi  et  rj.,  les  racines  de  cette  écpiatioTi,  on  a 

E  cos-2  d  +  F  cos2  e  sin  e  +  G  sin^  d 

Pl  +  p-2  = 


A  cos^  d  +  B  cos-  6  sin  Ô  +  C  cos  6  sin^  Ô  +  D  sin»  Ô 

Supposons  maintt-iiaiU  que  Tcquation  de    la  droite  doniicc  soit  x=a,   ou    en  coordonnées 
poiaires 

2 


P  = 


cos  6 


La  condition  pour  que  la  cubique  coincide  avec  la  cissoidale  d'elle-:iiême  et  de  cette 
droite,  c'est  qu'on  ait  ideiitiquement 

pl+p-2=p', 

ou,  par  conséqtient, 

E  +  F  tang  6  +  G  tang"-  d  =  —  a(A+B  tang  d  +  C  tang"-  6  +  D  tang^  6), 
quelle  que  soit  la  valeur  de  6.  Cette  condition  est  dono  exprimée  par  les  -équations 

E  =  -aA,     F  =  — aB,     G  =  -aC,     D  =  0, 
aii  moyen  desqueiles  on  voit  que  Téquation  de  la  cubique  doit  avoir  la  forme 

(Aa;2  +  Bxt/  +  Cf-)  (x- a) +  Bx  +  Ki/^  0. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant: 

La  condition  j)Our  qaune  cubique  soit  la  cissoidale  d' elle-même  et  d'une  droite  est  quune 
de  ses  asymptotes  coincide  avec  cette  droite  et  que  les  deux  emires  se  coupent  en  iin  point  de  la 
cubique.  Ce  2>oint  est  alors  le  pôle  de  la  cissoidale. 

II  resulte  de  ce  qui  precede  cet  autre  théorème,  qui  contient  celui  relatif  à  la  strophoide, 
précédeminent  énoncé : 

Si  deux  asymptotes  d'une  cubique  se  coupent  en  un  point  de  cette  courbe,  et  si  par  ce  point 
on  mine  une  droite  quclconque  D,  les  tangentes  à  la  cubique  aux  points  oil  elle  est  coupée  par 
cette  droite  rencontrent  la  troisième  asymptote  en  deux  points  équidistants  du  point  d'intersection 
de  D  avec  cette  derniere  asymptote. 
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Une  classe  très  importante  de  cubiques  auxquelles  ces  théoréraes  sont  applicables  est  celle 
des  cubiques  circulaires  qui  passeni  par  leur  foi/er  singuUer.  Cette  classe  de  cubiques  cora- 
prend,  en  effet,  les  cubiques  considérées  par  Van  Rees  et  Cliasles  dans  leurs  études  sur  les 
focales  du  cone  de  base  circuiaire  oblique  [Correspondance  mathématique  de  Quetelet,  t.  V  e  vi). 


IV. 


Veiei  encore  une  autre  question  analogue  à  la  precedente : 

Chercher  hs  cubiques  qui  sont  cissuídales  delles-mâmes  et  d'une  circonférence  par  rapport 
n  un  point  ou  la  cubique  et  la  circonférence  se  coupent 

En  preuant  ce  point  pour  origine  des  coordonnées  et  la  droite  qui  passe  par  le  centre  de 
la  circonférence  pour  axe  des  abscisses,  1  equation  polaire  de  cette  courbe  est 

p"  =  2acos6, 
et  Tidentité 

fj|  -f  p-2  =  p" 

donne,  au  moyen  d'une  analyse  seiublable  à  celle  qui  fut  eiuployée  précédemment,  les  condi- 
tions 

E  =  -2«A,     F  =  -2«B,     E  =  2«C,     F  =  -2«D,     G  =  0. 
L'équation  de  la  cubique  doit  dono  avoir  la  forme 

(a;2  ^yi_  2ax)  (Ax  +  By)  -f  Ha;  +  %  =  0. 

Nous  avons  le  théorènie  suivant: 

Les  conditions  pour  quune  cubique  soit  cissoidale  d.'elle-mÊme  et  d'iine  circonférence  par 
rapport  au  point  ou  ces  courbes  se  coupent  sont  les  suii-antes:  1°  que  la  cubique  soit  circuiaire; 
2°  que  le  pôle  coincide  aiec  le  point  oii  la  cubique  est  coupée  par  son  asymptote  réelle;  3"  que 
le  centre  de  la  circonférence  coincide  avec  le  foyer  singulier  de  la  cubique. 
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